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NOTICE SUR LE FAKHRI.

L’histoire des mathématiques chez les Arabes est une des parties
les plus curieuses et les plus obscures de I'histoire générale des sciences
exactes. Les Arabes ont été, dans les sciences, les éléves et en partie
les héritiers des Indiens et des Grecs, et ont transmis, & leur tour, le
dépét qu'ils avaient requ, 4 'Europe moderne, aprés I'avoir augmenté
par leurs propres travaux. Ce n’est que par I'étude attentive des ou-
vrages des mathématiciens arabes de différentes époques, que nous
pouvons nous rendre un compte exact de ce qu'ils ont emprunté A
I'Inde ou & la Gréce, de ce qu'ils y ont ajouté eux-mémes, et de I'état
dans lequel les Européens ont re¢u d’eux la science.

Ces études n’ont encore été faites que trés-partiellement, quoiqu'il
ait paru récemment des travaux considérables, surtout sur I'astrono-
mie arabe. Mais les mathématiques proprement dites, et notamment
Ialgébre des Arabes, laissent encore un vaste champ aux recherches
des savants.

On avait publié 4 Calcutta, en 1812, le Khildcet Alhicdb" de Beha
Eddin (+ 1622); mais ce traité ne peut donner aucune idée des
progrés que les Arabes ont faits en algtbre.

* «The Khoolasut-ool-Hisab, a Compen-  «Muolowee Ruoshun Ulee of Juonpoor, to
« dium of Arithmetic and Geometry,inthe  «which is added a Treatise on Algebra by
« arabic language, by Buhae-ood-Deen of  « Nudjm-ood-Deen Ulee Khan, etc.» (Cal-
a Amool in Syria, with a translation into  cutta, printed by P. Pereira al the hindoos-
«persian and commentary, by the late tanee press, 1812.)
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Plus tard, M. Rosen publia 4 Londres I'Algébre de Mohammed
Ben Motiga". Il démontra que cet ouvrage, écrit 4 I'invitation du kha-
life Almémotn, porte des traces évidentes d'une influence indienne,
influence qui s’explique par la réputation dont les savants indiens
jouissaient a la cour des premiers Abassides comme astronomes, ma-
thématiciens et médecins.

Cette publication donna un nouveau crédit & 'opinion générale-
ment adoptée, que les Arabes n’avaient pas dépassé en algébre les
problémes déterminés du premier et du second degré. Mais M. Sédillot
découvrit 4 la Bibliothéque impériale un fragment de I'Algébre d’Al-
khayyami“, & I'aide duquel il put prouver que les Arabes s'étaient
occupés aussi des équations déterminées du troisiéme degré.

Jai publié récemment le traité complet d’Alkhayyami™, en y joi-
gnant des extraits tirés d’autres mathématiciens arabes. J'ai tiché de
réunir dans ce petit ouvrage un ensemble de données sur la maniére
dont les Arabes traitaient les problémes qui dépendent de I'intersec-
tion de deux coniques, et sur 'emploi qu’ils en ont fait pour la cons-
truction des équations déterminées du troisitme et du quatri¢me
degré.

Cependant, il restait une lacune importante 4 remplir; on man-
quait absolument de données authentiques sur I'Algébre indétermi-
née des Arabes, au point qu'il paraissait douteux qu'ils se fussent
jamais occupés de cette branche de la science. J'ai été assez heureux
pour découvrir & la Bibliothéque impériale un manuscrit, dont le
contenu me fournit le moyen de déterminer les progrés que les
Arabes avaient faits & la fin du x° siécle, dans cette partie de I'algébre.

Jai cru le sujet assez important pour me décider 4 donner un ex-
trait complet de 'ouvrage d’Alkarkhi, et & entrer dans une discussion

* The Algebra of Mohammed ben Musa, de la Bibliothéque impériale, t. XIII, p.130-
edited and translated by Frederic Rosen. 136.
(London, 1831.) ™ L'Algébre d’Omar Alkhayydmi, pu-
* Voir le Nouveau Journal asiatigue, mai  bliée, traduite et accompagnée d'extraits de
1834. — Notices et extrails des manuscrits  ms. inédits, par F.Weepcke. (Paris, 1851.)

—— - — ——
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détaillée de quelques points qui se rattachent aux questions qu’il a
traitées. Fespére prouver dans ce mémoire les points suivants :

1° Que les Arabes connaissaient I'algébre indéterminée;

2° Que leurs travaux sur ce sujet sont basés sur 'ouvrage de Dio-

phante;

3° Qu'ils ont ajouté & Palgébre de Diophante, tant en inventant
de nouveaux procédés, qu'en se proposant des problémes de degrés

plus élevés;

4° Que jusqu’a la fin du x° siécle ils ont ignoré les méthodes d'a-
nalyse indéterminée qu’on trouve chez les Indiens;

5° Que les travaux de Fibonacci n’ont pas le degré d’originalité
qu'on a été tenté de leur attribuer; mais qu’ils sont en grande partie
empruntés aux Arabes, et particuliérement & Alkarkhi.

L’ouvrage que je vais analyser” a pour auteur Aboi Beqr Moham-

" Le manuscrit dont je me suis servi
a é16 rapporté del'expédition d’Egypte. La
couleur brunie du papier ainsi que 1'état
usé et taché de certaines pages attestent
un ége considérable. De nombreuses res-
taurations ont été faites sur les bords,
notamment au haut des pages, ou ces
restaurations ont quelquefois empiété sur
T'écriture. En ce cas, les lignes qui auraient
été enlevées ont été restituées par une se-
conde main, dont on retrouve l'encre et
T’écriture sur les feuillets g et 88, de méme
que sur les dix derniers feuillets du ma-
nuscrit, du 98 au 108", Ces feuillets sont
d’'un papier plus neuf et remplacent évi-
demment des feuillets perdus du manus-
crit original. Le restaurateur semble avoir
relu le manuscrit entier, car on trouve en
différents endroits des correclions mar-
ginales, de courtes gloses, des indications
du contenu des chapitres, toutes de sa
main. Dans la seconde partie du manus-
crit, qui est formée par un recueil de pro-

blémes, il a placé en marge, prés du
commencement de chaque probléme des
qualre premiéres sections, son numéro
d’ordre. Enfin, on trouve des lignes et des
passages marqués complétement de tous
les signes de I'écriture : ceux-ci semblent
avoir été ajoutés comme par distraction,
pendant que le lecteur réfléchissait sur les
théories proposées; car ce ne sont pas exac-
tement les passages obscurs dont on aurait
voulu faciliter ainsi I'intelligence.

L’écriture du copiste original, large et
lisible, a cela de particulier, qu'approchant
du caractére africain, le point du (5 est
placé sous la ligne. On trouve aussi de la
main de ce copiste des corrections margi-
nales, notamment des restitutions de pas-
sages omis dans le texte.

Malgré toutes ces corrections, il estresté
encoredes erreurs, quoique peu nombreu-
ses: j'ai faitabstraction , dans mon analyse,
deceserreursqu'il faut évidemment mettre
sur le compte du copiste.
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med Ben Alhacan Alkarkhi, et fut dédié par lui &-Abod Ghalib
Mohammed Ibn Khalaf, surnommé Fakbr Almoulq “, vizir du prince
Bouide BebhA Aldaoulah, fils du célébre Adhad Aldaoulah ™

Ce traité, qui doit donc avoir été composé & peu prés au' commen-
cement du xr® siécle de notre ére, nous offre d’abord la plus com-
pléte, ou plutétia seule théorie du calcul algébrique chez les Arabes
que nous connaissions jusqu’'a présent; mais il devient beaucoup plus
intéressant encore par un recueil de problémes qui, en partie, forment
presque une reproduction exacte de plusieurs livres de Diophante,
et dont une autre partie se retrouve dans cet ouvrage de Fibonacci,
qui le premier enseigna I'algébre aux Occidentaux.

On savait, depuis longtemps, que 'ouvrage de Diophante avait été
connu aux Arabes; qu'il avait été traduit et commenté par Aboidl Wafa.
On savait, d'un autre cote, que Léonard de Pise avait voyagé en
Egypte et en Syrie, et qu'une partie plus ou moins grande des con-
naissances nouvelles contenues dans son Traité de I'’Abacus devait
avoir été puisée par I'auteur 4 des sources arabes.

Mais cela n’était connu qu’historiquement. On avait grandement
regretté que I'ouvrage d’Abotil Wafa semblait manquer aux biblio-
théques de I'Europe. On avait vivement discuté le degré d’originalité
au’on devait accorder aux travaux de Fibonacci.

Un ouvrage arabe, qui contient presque une traduction d'un livre

* L'ouvrage actuel, ainsi qu'un traité
du méme auteur qui avait pourtitre 3!
,__,L_._ﬂ J» sont mentionnés par Hadji
Khalfa, éd. de Fluegel, vol. IV, p. 388, et
vol. V, p. 20. D’aprés Hadji Khalfa, Alkar-
kbi avait le surnom de Fakhr Eddin, était
vizir de Beha Aldaoulah, et avait composé
le Fakhri pour ce prince. Mais ce dernier
détail parail inexact.

** C'est probablement en honneur de ce
vizir que I'ouvrage regut le titre d' Alfakhri.

** Ibn Khallican, manuscrit de la Bi-
bliothéque impériale, n° 702, suppl. ar.

fol. 264 v*: QAll! Gla (y 0et I 4ol
Dol ose g dyoll oAg 55, AT 2

)_\, J"' W ‘l;' o g e 1 ¥} J‘" ‘)_;'
Syl Ol S Gl add s 0e
(Traduction anglaise de M. de Slane, vo-
lume 111, page 283 sqq.) —Ce vizir mou-
rut le vingt-septiéme de rabia premier de
T'an 407 (septembre de I'an 1017 de
notre ére). Voir aussi Abulfede Annales
muslemici, éd. de Reiske et Adler, tom. IIT,
p. 6 et 7.
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entier de Diophante et des extraits considérables de deux autres,
dans lequel on retrouve textuellement les énoncés d’'un grand nombre
de problémes de Fibonacci et quelques-uns des procédés de résolu-
tion qu'on a considérés comme faisant particuliérement honneur au
géomeétre de Pise, cet ouvrage, disje, me semble avoir une certaine
importance historique.

Cependant, ce n’est pas  ce seul titre que lalgébre d’Alkarkhi doive
nous intéresser. On ne connait, jusqu'a présent, «aucun ouvrage
arabe ou des questions un peu élevées d’analyse indéterminée soient
traitées’ ». Or,I'ouvrage d’Alkarkhi contient plus de soixante problémes
d’algébre indéterminée en dehors de ceux tirés de Diophante; et re-
marquons que ce sont en majeure partie des problémes des degrés
supérieurs jusqu’au neuviéme inclusivement, tandis que 1'auteur n’a
pris de Diophante que des problémes du second degré. Ajoutons
que Tauteur donne une véritable théorie, quoique imparfaite, de la
résolution des équations indéterminées du second degré; qu’il réunit,
dans un chapitre 4 part, plusieurs des porismes les plus importants
de I'analyse indéterminée du second degré; qu’on rencontre, dans son
recueil de problémes, diverses méthodes originales et ingénieuses
pour résoudre les égalités doubles, et 1'on accordera peut-étre quelque
attention A I'examen détaillé de ce traité auquel je procéde.

L'ouvrage d’Alkarkhi est divisé en deux parties. La premiére par-
tie contient la théorie du calcul algébrique, de I'algébre déterminée
et de l'algébre indéterminée. La seconde partie est formée par un
recueil de problémes algébriques.

La premiére partie se compose d’une suite de chapitres que jai
numeérotés, afin de pouvoir les citer plus facilement. Les neuf pre-
miers chapitres nous présentent pour la premitre fois une théorie
compléte du calcul algébrique chez les Arabes; car ce qu’on en trouve
dans le traité de Mohammed Ben Motig4 n’est qu'un commencement
bien faible et bien incomplet en comparaison des développements
qu'Alkarkhi donne & ce sujet. Et, d’'un autre coté, les régles conte-

* Libri, Histoire des sciences mathématiques en Italie, vol. II, p. 304..
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nues dans la premiére partie de I'ouvrage de Beh4 Eddin ne se rap-
portent pas au calcul algébrique, mais & I'arithinétique vulgaire.

Les deux premiers chapitres traitent des puissances algébriques
et de leurs valeurs réciproques, et rappellent respectivement les dé-
finitions 1, 4 et 3, 5, 7, 8 que Diophante a placées en téte de son
ouvrage. Seulement Diophante, qui n’emploie les puissances que jus-
qu’a la 6° inclusivement, s’arréte & cette derniére, landis qu’Alkarkhi,
qui définit et discute encore les trois degrés suivants, fait réellement
usage de ces puissances, jusqu’a la 8¢ dans les problémes déterminés,
et jusqu'a la g° dans les problémes indéterminés.

Les chapitres m-vii traitent delamultiplication, dela division, durap-
port, del'extraction delaracine carrée, del'addition et dela soustraction
des expressions algébriques rationnelles, s'élevant toujours des expres-
sions les plus simples 4 des expressions de plus en plus compliquées.

Les régles exprimées en termes algébriques que contiennent ces
chapitres sont généralement suivies d’'un exemple numérique servant
moitié de preuve et moitié d’explication. Souvent I'exposé de cet
exemple numérique est entremélé de raisonnements qui approchent
quelquefois d'une démonstration de la régle. Mais, en général, I'au-
teur ne donne que rarement des démonstrations, et, s'il en donne,
il se borne 4 les ébaucher et & faire ressortir seulement les points
essentiels sur lesquels repose le théoréme. I dit méme expressément
qu’il a adopté A dessein ce mode de rédaction”; et, en plusieurs en-

" Par exemple, fol. 29 v*: &7& 03
ot bl o aipym el e
L.!U) ) o,\zﬂf MJ" J..‘JUI C{“‘JI)

gé dela démonstration des problémes com-
posés (du second degré) et dela raison pour-
quoi on prend la moitié¢ (du coefficient)
des racines, et des opérations qui s’y rat-

JLLE s ot ;03 o &y 36
Loy loadl Gpieas de 63, &l
'5"-‘.3" boat L&—‘ hasy

«Je me suis fait une loi, dans cet ou-
vrage, d'en bannir les démonstrations, et
les longues explications, et les exemples
nombreux; mais, malgré cela, je ne peux
pas me passer d’un exposé succinct et abré-

tachent. »

Je fais remarquer & cette occasion que
uhﬁ signifie, chez les algébristes arabes
plus spécialement, une démonstration au
moyen d'une construction géométrique , et
que 7,4 « explication » correspond ici & ce
que nous appellerions une démonstration
algébrique ou arithmétique.
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droits, il renvoie, pouf des explications ultérieures et détaillées, & un
commentaire dont il se propasait d'accompagner I'ouvrage actuel. D’un
autre c6té, l'auteur fait souvent observer qu'on doit étre préparé a
I"intelligence des régles du calcul algébrique (Yypesdl uus) par les
régles de l'arithmétique vulgaire (wlephall chus) quil dit avoir en-
seignées dans une premiére partie (4, AWll) de son ouvrage. Il y a
lieu de croire que cette premiére partie était formée par le Qdfi fil
Higab, ouvrage du méme auteur, qui est mentionné par Ibn Khalli-
can et Hadji Khalfa.

Dans le 1x® chapitre on trouve les régles qui se rapportent au calcul
des racines de différents degrés. Ce chapitre, ainsi que le chapitre
suivant, qui contient la sommation d'un certain nombre de suites,
fixeront sans doute I'attention du lecteur. Si I'auteur abandonne dans
ces deux chapitres les expressions générales et n'opére que sur des
nombres donnés, celane tient pas & ce que ses méthodes soient icimoins
générales que dans les chapitres précédents, mais & ce que la forme
parlée de I'algébre arabe I'aurait obligé 4 des circonlocutions et 4 des
tournures compliquées qui auraient nui 4 la clarté. Il donne donc 4 ces
théorémes une forme spéciale qui, cependant, permet parfaitement
de voir comment le théoréme s’applique 4 un autre cas quelconque.

Dans le xi1° chapitre, 'auteur a réuni une suite de théorémes qui sont
plus tard d’un usage fréquent, surtout dans la résolution des problémes
indéterminés, mais quelques-uns aussi dansla discussion des problémes
déterminés. Le plus remarquable de ces théorémes est sans doute la
formule sur laquelle repose la résolution de 'égalité double, selon la
mani¢re de Diophante, et que I'auteur a placée en téte de ce chapitre.

Les chapitres xi1 et xur contiennent la résolution des équatioris
déterminées des deux premiers degrés et des équations dérivatives du
second degré. Outre I'explication que 'auteur donne des deux mots yr=
et \ie, et qui s'¢loigne un peu des significations que les algébristes
arabes assignent ordinairement & ces deux termes, on remarquera ici
quel'auteur, de méme qu'Omar Alkhayyami, fonde les démonstrations
géométriques de la résolution des équations trinémes du second de-
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gré sur les propositions connues du second livre des Eléments d’Eu-
clide; on remarquera aussi la construction géométrique, non pas de
la valeur de I'inconnue, mais de son carré, construction qu’on ne
trouve dans aucun des autres traités arabes d’algébre connus jusqu’a
présent. Mais je pense que surtout on ne lira pas sans intérét ce que
l'auteur dit au sujet des équations dérivatives. C’est pourquoi J'ai donné
presque une traduction textuelle du xm® chapitre, dans extrait du
manuscrit entier que je fais suivre ci-dessous.

Par les ménies raisons, j'ai reproduit de la méme maniére la théorie
de la résolution de I'équation indéterminée az*+ bz c=p, qui forme
le sujet du xive chapitre. Cette théorie est telle qu'elle devait résulter
d'une étude approfondie de I'ouvrage de Diophante. Tout au moins,
'auteur aurait donc le mérite d’avoir présenté sous leur forme géné-
rale ces théorémes que la pratique de Diophante ne donnait qu'im-
plicitement. Mais I'auteur a fait davantage. Tandis que dans ce chapitre
théorique il déclare encore comme une condition nécessaire de la
solubilité de I'équation ez'+bx+c—=y, que a ou c doivent étre des
carrés positifs, nous le verrons résoudre, dans son recueil de pro-
blémes, des équations de la forme =+ (:—¢ —2*=y, et énoncer la

condition (g) Fe=a'+y"'". D'ailleurs, 'auteur déclare expres, a la

* Diophante résout une seule équation de
cegenre; c'estl'équalion 3 x+4-18 — 2=}y,
a laquelle il raméne le 33* probléme du
1V* livre. Mais, de la maniére dont il s’y

La solution de Diophante nous donne :

d étant un nombre entier quelconque.

prend, il ne résulte nullement que Dio-
phante ait connu la condition de la solu-
bilité & laquelle les coefficients de I'équa-
tion particuliére dont il s’agit satisfont par
hasard. Les théorémes relatifs a la solubi-
lité, énoncés formellement par Diophante,
nese rapportent qu'a la forme aa* + c =y
C'est d'abord que, si la somme a + ¢ est
égale 4 un nombre carré y,*, on peut trou-
ver une infinité de valeurs de = salisfaisant
al'éguation a z*+-c=y* (VI, 12, Lemme).

Puis, Diophante énonce (VI, 16) que, si
I'on a az,’— ¢ — y;*, on trouvera toujours
une valeur z = z, satisfaisant a I'équation
az*— c =y". Diophante obtient

azx, + dy,

dt—a ’

Enfin, on trouve chezDiophante (VI, 15),
la condition de la solubilité de I'équation
ar*— ¢t = y*,connue aussiauxIndiens (voir
ci-dessous, p. 36), que a doit étre égal &
la somme de deux carrés.

r=ux -+ 2
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fin de ce chapitre, qu'il n’avait pas 'intention de donner en cet endroit
une théorie compléte de I'analyse indéterminée, qu'il réservait 4 son
commentaire des développements ultérieurs concernant les équations
indéterminées des degrés supérieurs, et qu'il avait écrit un ouvrage
A part qui traitait d’'une maniére détaillée de I'analyse indéterminée.
Les parties de son recueil de problémes qui se rapportent i cette ma-
tiére, et que je soumettrai plus loin 4 un examen spécial, doivent faire
regretter que les ouvrages auxquels'auteur fait allusion ne nous soient
pas parvenus. ,

Le xve chapitre, qui termine la partie théorique, a pour objet la
recherche d’un facteur qui, multiplié par une expression donnée de
la forme o« + /3, produise l'unité. Ce probléme sert i Yauteur dans
la résolution des équations du second degré A coefficients irrationnels
et des équations dérivatives, lorsque le terme le plus élevé de I'équa-
tion se présente sous la forme ar~ + Viz™.

Passons maintenant 4 I'examen du recueil de problémes qui forme
la seconde partie de I'ouvrage d’Alkarkhi.

Ce recueil est divisé en cinq sections, contenant respectivement
51, 50, 50, 60 et 43, en tout 254 problémes. L’auteur ne s'est
proposé, dans cet arrangement, que de s'élever graduellement A des
problémes de plus en plus difficiles; mais il a négligé I'ordre des
matiéres ', de sorte qu'a I'exception de la derni¢re, aucune de ces
sections ne contient exclusivement un genre déterminé de problémes.

Je vais donc commencer par classer ces problémes suivant le genre
d’'analyse auquel ils appartiennent, et suivant le degré des équations
dont ils dépendent.

(1) PROBLEMES DETERMINES.
(s) Du premier degré.
I, 1-12, 16-24, 32, 33, 35, 38-51.
II, 3, 5, 7, 8, 12-18, 20, 35, 45-48.
* On trouve méme quelques problémes  chose est arrivée aussi 2 Mohammed Ben

deux fois (voir II, 4o et IV, 15; I, 50 et Motiga. (Voir, édit. de Rosen, p. 5o et 63,
IV, 1511, 28 etIV, 37). D'ailleurs,la méme 63 et 64.)
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I, 5, 7, 9, 20, 22, 24, 25, 28-32, 46-49.

IV, 17,18, 4o.

(8) Dépendant de I'équation binéme du second degré.

I, 13-15, 37.

(c) Dépendant d'une équation trinéme du second degré.

I, 36.

Ilv Ii 2, bv 6’ 9’ 11, .9' 34936'4A$ 49'
III, 8, 10-19, 21, 23.

IV, 15, 16.

(n) Dépendant d'équations de degrés supérieurs, dérivatives du second degre.

1V, 19-26.
(2) PROBLEMES SEMI-DETERMINES .
V, 16-20, 43.
{(3) PROBLEMES INDETERMINES.
(1) Du premier degré ™.
I, 25-31, 34.
1, 10, 21.

I, 6, 26, 27, 33-35.

(8) Du second degré.
I, 22-33, 50.

III, 1-4, 36-45, 50.
IV, 1-14, 27-39, A1-60.

(c) De degrés supérieurs.
V, 1-15, 21-42.

* Je désigne ici par ce nom des pro-
biémes déterminés, mais soumis a la con-
dition d'étre résolus en nombres ralion-
nels.

* En vérité, ce ne sont que les énoncés
de ces problémes qui soient indéterminés;
l'auteur read ces problémes tout de suite
détérminés, en choisissant arbitrairement
la valeur d'une ou de plusieurs inconnues.

Cependant il fait ressortir, dans la plupart
des cas, ce qu'il y a d'arbilraire dans la
solution donnée. Comme Diophante, au-
quel plusieurs de ces problémes sonl em-
pruntés, I'auteur n'exclut pas des valeurs
fractionnaires. Il ne s'agit donc pas ici
d'une méthode semblable a celle des In-
diens ou des modernes, pour la résolution
des équations indélerminées du 17 degré.
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Aussi bien que Diophante, Alkarkhi résout des problémes renfer-
mant plusieurs et jusqu’a six inconnues; une grande partie de ces
problémes sont méme tirés de I'ouvrage de Diophante, ainsi que je
le montrerai plus loin. Mais Diophante n’a qu'un seul symbole pour
désigner I'inconnue, ce qui I'oblige & suppléer par le choix ingénieux
des inconnues, par une séparation habile des différentes parties du
probléme, et surtout par la supériorité de son génie, a la défectuosité
de son algorithme qui, & cet égard, est resté non-seulement au-des-
sous de celui des modernes, mais aussi de celui des Indiens.

Or, c’estici que je dois signaler un fait extrémement curieux, 4 savoir
qu'Alkarkhi, dans deux de ses problémes, fait usage d’'un terme speé-
cial pour désigner une seconde inconnue, dont il se sert dans la
résolution du probléme, absolument comme nous calculons avec z
et y". Cependant, 'auteur ne se sert pas du méme terme dans les deux
problémes pour désigner la seconde inconnue, et n’emploie ce pro-
cédé que cette seule fois. Cela nous prouve que nous avons ici affaire
a un de ces premiers pas dans le chemin d’une découverte impor-
tante, que malheureusement il n’a pas été permis 4 la science arabe
de poursuivre jusqu’au bout. Mais cela nous prouve aussi que ce n’était
ni la profondeur, ni I'esprit d’invention, mais uniquement le temps
qui manquait aux géométres arabes pour meériter toute 'admiration
de la postérité.

Comme tous les algébristes arabes, Alkarkhi n’admet pas des valeurs
négatives de I'inconnue. C'est ainsi qu'il déclare absurdes les pro-
blémes I, 38; II, 38, 46, dont les énoncés conduisent & une valeur
négative de 'inconnue, et dont il modifie ensuite les constantes pour
rendre ces problémes résolubles. De méme la détermination que, d’a-
prés Diophante, il ajoute au probléme III, 25, n'a d’autre but que
d’empécher un résultat négatif. Ce qui est plus remarquable, c'est
que Tauteur exclut aussi la valeur zéro, ainsi qu'on peut le voir dans
les problémes I, 33, 34.

* Jai donné, dans I'addition I, le texte " Ni, & plus forte raison, des valcurs
el la traduction de ces deux problémes.  imaginaires.
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Dans les problémes indéterminés, I'auteur admet, comme Dio-
phante, des solutions fractionnaires, et n'exclut que les solutions
irrationnelles.

La théorie de la résolution des équations déterminées, tant du se-
cond degré que des équations dérivatives, est traitée par Pauteur dans
la premiére partie de son ouvrage, aussi complétement qu’on peut le
désirer. Il n’en est pas de méme pour les équations indéterminées; je
vais donc suppléer & ce défaut par un examen détaillé de tous les
probl¢mes indéterminés de son recueil qui ne sont pas tirés de 1'ou-
vrage de Diophante. Cet examen formera en méme temps un apercu
de I'état de P'analyse indéterminée chez les Arabes au commencement l
du xi® siécle.

Voici d’abord I'analyse des problémes, n'appartenant pas a Dio-
phante, qui se trouvent dans les sections II, III et IV.

(1) Les problémes II, 22-27 et 33 n'offrent rien de remarquable.
L’auteur fait simplement usage, pour leur résolution, de la méthode
qu'il a exposéc dans le xive chapitre de la premiére partie.

(2) «F =y o Fr=27\ (H, 29, 3151V, 29, 31.)
On a P (d—a) =2,
et en posant z=y = m,
. ' —a—m',
on Obtlent ”Vz_i—‘-nT-

Le probléme II, 30, qui est d’'une forme un peu différente, & savoir :
a—a'=y, A — =2,
conduit également a I'équation
7+ (d—a)=7:
(3) a+rz=y, d—z=2 (IV, 30.)
Ce probl¢me se raméne immédiatement 4 I'équation
yY+2'=d—+a

* Comparer d'ailleurs, relativement a I'originalité de ce procédé, ci-dessous, p. 20,
l.5-10;etp 42,1 9.
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(4) dbr=y, xa+ba=: (I, 28, 3251V, 27, 28.)

L’auteur résout d’'abord
dt,, —+ b)'l = u', =+ Il, -+ IJ'J’I _ w’;
il pose, pour cet effet, by, = 2mz, + m?,

ce qui donne ot = (o, +m),

W= =+ x4 — amz, + — m’.

b b

Cettederniére équatiori peuttoujoursétrerésoluelorsque z*estaffecté
du signe positif. Dans les exemples ol 2, est affecté du signe négatif,
ona LI

b
et, dans ce cas, I'équation se laisse également résoudre. Ayant ainsi
trouvé des valeurs =, 5, qui satisfont aux équations

x,* 4 by, =4, =+ 22 4 by, = v,

on multiplie celles-ci par o

et 'on obtient (;—‘) i + (x') S TR R

2 ! )

- noon ” noon
donc : o=,
N
(9) - Pay=a (I, 3)
L’auteur pose y=z41, z=nz—1,
ce qui donne x=’(n—',':"—2'), =(_"_;’%_)_'T__L, ,=(":l):;kl_

En supprimant le dénominateur, on obtient la formule de Platon
(ou, d’aprés Boéce, d’Archytas) pour la construction du triangle rec-
tangle en nombres entiers. Je fais remarquer, 4 cette occasion, que
Pauteur ne se propose qu’une résolution en nombres rationnels, tandis’
que lesformules de Pythagore, de Platon, d’Euclide (Elémenls, X, 29,
lemme 1) et de Fibonacci ont pour but la construction du triangle
rectangle en nombres entiers".

* Diophante, qui dans tout le VI* livre  triangle rectangle ayant pour cbtés des
ne s'occupe que de problémes relatifs au  nombres rationnels, y emploie constam-
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(6) Les problémes 1II, 4 et III, 3g ne donnent pas lieu, en ce qui
concerne la méthode de la résolution, 4 des remarques particuliéres.
Ils portent entiérement le cachet qui caractérise tant les énoncés que
les résolutions de Diophante, et je serais trés-porté & croire que ces
deux problémes appartiennent réellement & Palgébriste grec, et font
partie des pertes que le texte de Diophante, que nous possédons, a
éprouvées dans la suite du temps. Le probié¢me III, 50, qui a pour
but la construction de deux triangles rectangles rationnels et ayant la
méme hypoténuse =*+ _y’=-' o, et #+0c=u, préte & la critique, par la
maniére dont 'auteur construit le premier triangle. Il pose y =z -+, et
u « égal 3 un nombre donné quelconque » m. On aura conséquemment

22* - 2nx 4 n' =m?,
et x=}|\/2m‘——n’—n}.

Il faut donc choisir m et n de sorte que :m*—»* soit un nombre carré,
ce que l'auteur oublie de faire remarquer. D'ailleurs, ce probléme
n’est qu'une combinaison des problémes I1I, 3 etIll, 37, et se retrouve
considérablement généralisé dans IV, 60.

(7) + ez —b)—a*=p.  (IV, 32, 33.)

On a s—x 2 z(%)’xb%—y‘.

L’auteur énonce maintenant, comme condition de la solubilité du

probléme, que (';‘)’ + b doit étre la somme de deux carrés y*+:'; en

ce cas, on aura

g ; + .
(8) WP brae=y, adbr+c =2 (IV, 34-39.)
Alkarkhi pose t=k V@ +br+cEm,

ce qui donne @'’ + bz + ¢’ = a's* + bz + (c +m*) = \ha'm's + hbmis + hon’,

ment le procédé suivant:il formeletriangle  clide et deFibonacci (voir ci-dessous, p. 3q,
rectangle 2* + y* — z*desnombres a et 3,  derniére note) qu'on obtient en posant
enposant z —a'— B, y — 20f, 7 — o’ - " p=1.

C'est le cas particulier dela formule d’Eu-
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donc

hanlz? - hbmz + hem* = [(b'— b)a + (¢' — ¢ —m?))?

=(0'—=b)u4=2(b'—1D) (¢ —c—m*)x 4+ (' —c —m')%;

en prenant maintenant m=

on obtient r=

b'—b

2a

[— =G ()

’

4 (kz:u-b-)_ 2(b'—b) [c'__ o (b;b)]

Je passe maintenant 4 'examen de la Ve section du recueil de pro-
blémes qui a pour objet I'analyse d’équations indéterminées des degrés
supérieurs, et qui parait étre d’origine purement arabe.

(1) pepms= (V, 10
On pose z=my, z=ny,

et 'on aura (m* £ 1)ys e peE

d m* 1 . n*—1!

onc ) ou A

(2) =.p== (V, 5-8.)
En posant y=nmaz, z = na?,

on aura O e

Maintenant, sil'on peut faire a + b —pc = =1,le probléme est résolu :

nl‘
L= —

on aura =

mt

ou r=—-
n

Sinon, I'équation =*. y* = est ramenée 4 la suivante:

xa-o-b—pc_yb:z:

qui, dans certains cas, sera plus facile & résoudre que =*.y==".

" On voit qu'en répétant ce procédé
pfois ,on obtiendra, commeexposantdex,

a--pb—(p4-p +ps+...)c

ou p, p, p, . . . ont des valeurs arbitraires.
En définitive, la résolution de I'équation

z‘..y"=z‘

dépendra donc, d’aprés cetle méthode, de
la résolution de I'équalion indéterminée
du 1” degré

(a £1) 4~ br; —cy, =0,
ou I'on prendra ensuite

p==x, elp+p,+p,...=_y..
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(3)

seisbenr (V, 9, 10)
Posons y=mz,
on obtient 2+l (m* = b)z*, z=—m"Fb.
([‘) ar==y, br =22, (V, 1 l-lll.)
ry_=
On a L — 2
donc, en posant y=m:
b 2
= . m®.
(5) ar =1z%, by =z (V’ 15 )
Posons r=ny',
on aura any* =b’y°,
donc y=cx.
Ou bien on posera simplement
m® m
X —=— ——

« b
(6) Les problémes V, 16-20 et 43 sont déterminés. lls sont de
la forme syivante :
art=y", brt =y,

donc

Mais comme I'auteur désire avoir une solution en nombres entiers,

il ajoute la condition L)

F‘=m
Le dernier de ces problémes présente une solution en expressions
générales, comme on en trouve aussi chez Diophante.

(7)

Posons

exfp=2 (V, 21-34.)
y = ma2®, z=nx";
on obtient 2 k£ fonb. 2 —=n, 2¥,
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Dans les problémes 21-27, 29-34, on peut choisir p et ¢ de telle
sorte, que des trois quantités a, pb, gc, deux deviennent égales et plus
grandes ou plus petites que la troisiéme, d’une unité, aprés quoi le
probléme est résolu. Dans le probléme 28, on arrive 4 une équation
de la forme &* -+ ys*—:*; on pose :—ms*, en choisissant m de telle sorte
que m'—g=r’, et I'onaz=—n.

(8) + 2 a2t =yt + 2 4 ax =z*. (V, 37-[;0‘)
On pose y=—mz, z—nz;

il suit + 2 e at =me?,  E 2 g’ =

donc =+ (m—a) OU &= (i'—a);

il faut donc choisir m et n de telle sorte qu'on ait
m—n==a—aq,.

Dans les deux premiers problémes, I'auteur fait observer qu'on peut
aussi résoudre ces problémes en employant le procédé ordinaire de

I’égalité double.

(9) sy i=2a,  *(e—py)=0e. (V,35% 36, 41, h2.)
Posons : T=pr,, y=ymz,
ce qui donne prat gttt =g | ptat— gt T ial T =0
Maintenant :

1° Si a est pair, on pose

z == mz,?, = u.r,-"-,
et l’on a ”u .t‘“ —+ (Ia - lJlu Ll p— mixlu‘ + pa wla x qa - 'w,“ Ll — “*'tlnv
ou pra, gt T P =m'r,, + pix, 3 ¢° T =nr,;
. a — 1 — p—1 a — 1
donc . | ou =TT _ 4 ;

- I S P° —p" * nt
il faut donc choisir m et n de telle sorte qu’on ait
m’-——p"=p‘ * n,

c'est-a-dire 2p" = m* £ nt,

* 35 est de cette forme; mais 'auteur  ensuite le procédé ordinaire de 1'égalité
lerésout en posant y — nz, et en employant  double.
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2° Si a est impair, on pose

z=mx, * , {=nzx, *
et l’on a Plz‘l+ql—lx.l—l=mizll—-l‘ <+ P.xl. F q._lxl._l=ﬂ’x‘a_l;
2__ga—1 nt =+ gt—! a—1 4 p1
donc =1 ou a—-——~1 T =%,
P *p P
condition : 2¢* ~'=m® x n’

Voila un apergu succinct du contenu de cet ouvrage, contenu qui
me semble devoir lui assigner une place honorable dans I'histoire du
développement de la science, et contribuer, sous plusieurs rapports,
4 relever les Arabes du reproche de n’avoir pas su reculer les limites
des connaissances qu'ils avaient recues des Grecs.

Occupons nous maintenant de I'intérét non moins considérable que
ce traité nous offre, non comme ouvrage original, mais & cause des
emprunts faits par Alkarkhi 4 Diophante, et par Fibonacci & Alkarkhi.

Je commencerai par passer en revue les problémes des trois pre-
miers livres de Diophante, en désignant pour chaque probléme, ou
chaque groupe de problémes, les problémes correspondants du re-
cueil d’Alkarkhi, et en faisant remarquer I'identité ou la différence
de T'original et de la reproduction.

Dans le premiER LivRE de Diophante, les problémes 2 et 3 corres-
pondent aux problémes I, 16, 19 d’Alkarkhi; les problémes 4, 8,
9, 10, 12, a Il, 45-48, etlll, 7 respectivement. Toutefois, les pro-
blémes d’Alkarkhi différent, dans les valeurs données aux constantes,
de ceux de Diophante; en partie, ces problémes sont si simples et
se présentent si naturellement 4 I'esprit, qu'on ne peut pas considérer
comme démontré qu’Alkarkhi les ait pris dans Diophante. Cela est
encore plus le cas pour les problémes 11, qui offre quelque analogie
avec I, 35 d’Alkarkhi, et 15, dont III, 5 d’Alkarkhi présente une
forme, étendue a un plus grand nombre d'inconnues.

Quant aux problémes 13, 16-28 et 43, c’est bien différent. On les
retrouve dans les problémes III, 20, 24, 25, 29-32, 34, 35, 26,
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27, 28 d’Alkarkhi (en laissant de cé6té les propositions 19, 21, 23 de
Diophante, qui ne contiennent que d’autres solutions des problémes
18, 20, 24). Quoique dans quelques-uns de ces problémes Alkarkhi
ait changé les constantes de Diophante, que quelquefois il ne choisisse
pas la méme inconnue comme celle au moyen de laquelle les autres
inconnues du probléme sont exprimées, quoique enfin Alkarkhi suive
dans I'une ou l'autre de ses solutions un procédé un peu différent,
qu'il ne reproduise pas toujours toutes les méthodes différentes pro-
posées par Diophante, ou qu'il ajoute & celles-ci.des méthodes de sa
propre invention, je dis : malgré les différences que je viens d'indiquer,
la conformité du reste est tellement grande, qu’il n’est pas permis de
douter qu'Alkarkhi n’ait réellement emprunté ces problémes 4 I'ouvrage
de Diophante.

Quant aux problémes 31, 32, 33 dont les énoncés sont essentielle-
ment conformes & ceux des problémes III, 8, g et I, 36 d’Alkarkhi,
celui-ci a emprunté les deux premiers, non pas 4 Diophante, mais 4
Mohammed Ben Mot¢4, chezlequel on les retrouve a peu prés textuel-
lement *; aussi, le procédé suivi par Alkarkhi, dans la solution de ces
deux problémes, est-il essentiellement différent de celui de Diophante.
La différence entre Diophante, I, 33, et Alkarkhi, I, 36, est encore
plus grande; car Alkarkhi arrive 4 une valeur irrationnelle de I'in-
connue, ce qui est entiérement contraire, méme au caractére des
problémes déterminés de Diophante; aussi ne trouve-t-on pas chez
Alkarkhi la condition que Diophante place au commencement de ce
probléme, afin d’empécher un résultat irrationnel.

Lesproblémes qu'on vient d’énumeérer sont, & deux exceptions prés”,

* Voir l'édition de Rosen, p. 39, 4a.
Outre ces deux problémes, Alkarkhi a en-
core emprunté 4 Mohammed Ben Motiga
les problémes III, 10, 22 (¢éd. de Rosen,
p- 44 et 65); mais dans la résolution du
premier de ces deux derniers problémes,
il ajoute d’'autres méthodes a celle de Mo-
hammed Ben Moti¢d, et dans la résolution

du second, il :emploie' un raisonnement
différent.

™ A savoir, les problémes I, 36;1II, 8
d’Alkarkhi. Quant aux problémes III, 26,
27, 34, 35 qui, d’aprés leurs énoncés,
seraient indéterminés, il en a été question
ci-dessus (p. 10, 2° note).

il



20 NOTICE SUR LE FAKHRI.

déterminés et du premier degré’. Passons maintenant aux problémes
indéterminés du second degré qu’Alkarkhi a empruntés au SECOND LIVRE
de Diophante. Les problémes 8 (dont g n'est qu'une seconde solution
peu différente de la premiére) 10 €t 11 se retrouvent avec des cons-
tantes changées dans III, 36-38 d’Alkarkhi. Le probléme IIl, 40 de
celui-ci ne reproduit que la premiére meéthode de résolution de II, 12
de Diophante; mais on trouve la seconde employée dans II, 31 et IV,
31 d’Alkarkhi. III, 41 d’Alkarkhi n’a de commun avec II, 13 de Dio-
phante que I’énoncé; mais la méthode suivie par Diophante, dans ce
probléme, a servi & Alkarkhi pour les problémes II, 29 et IV, 29. Au
contraire, IIl, 42 d’Alkarkhi ne différe de II, 14 de Diophante que
par les constantes, et présente les deux méthodes de Diophante. II,
15-17 de celui-ci sont presque textuellement reproduits dans III,
43-45 d’Alkarkhi,

Bachet a déja fait observer que la solution du probléme II, 19 de
Diophante n’est réellement qu'un &A\Aws de II, 18, et qu’elle est étran-
geére a I'énoncé du probléme II, 19; or, I'énoncé de ce probléme est
conforme (abstraction faite des constantes) 4 celui de IV, 4o d’Alkarkbi,
qui résout ce probléme par la méthode des deux fausses positions. St
maintenant on voulait penser qu'Alkarkhi ait tiré ce probléme d'une
rédaction moins mutilée de I'ouvrage de Diophante que ne l'est celle que
nous possédons actuellement, il serait pourtant difficile de croire que
Diophante se soit servi de la méthode des deux fausses positions. Quoi
qu'il en soit, toujours est-il surprenant de voir ce probléme, dans le
recueil d’Alkarkhi, suivi par un probléme (IV, 41) qui ne différe que
dans le choix des constantes de II, 20 de Diophante. Cette circons-
tance ne favorise pas I'opinion émise par Bachet, que les problémes
II, 18, 19 de Diophante aient été originairement placés aprés la
25¢(ou plutét la 26°) proposition du premier livre. Du moins, il parait
assez probable que les problémes II, 19 et 20 se suivaient dans la
rédaction qu’Alkarkhi avait sous les yeux. Peut-étre cette rédaction

* Remarquons qu'Alkarkhi omet les énoncés généraux que Diophante a placés en téte
de la plupart de ces problémes.
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<tait-elle déja presque aussi mutilée que la nétre, etle géométre arabe,
voyant bien que la solution qui suivait I'énoncé du probléme 1I, 19
me sy rapportait aucunement, en donna la solution 4 sa propre ma-
miére, en y employant la régle des deux fausses positions.

Tout le reste des problémes du second livre, du 21° au 36°, est
fidélement reproduit dans les problémes IIl, 1, 2 et IV, 1-14 d’Al-
karkhi, si ce n'est que le probléeme 1V, 4 (II. 26 de Diophante) pré-
sente un léger changement des constantes.

Enfin, les problémes IV, 42-60 d'Alkarkhi sont des reproductions
exactes de tous les problémes du TroisiEME LIVRE de Diophante, en
en exceptant seulement le 4, le 8¢ et le 18°, dont les deux derniers
ne sont que des secondes solutions des problémes 7 et 17. Dans cette
suite de problémes, Alkarkhi ne s’est éloigné de son original que parle
choix d’'une constante dans les problémes 10 et 11, et en supprimant,
dans les problémes 12 et 13, ces essais de solution que Diophante
ne propose que pour les rejeter, et pour montrer qu'une certaine
méthode ne peut pas servir dans ces cas. L'ordre des trois derniers
problémes est interverti dans le manuscrit arabe, et le procédé em-
ployé pour résoudre III, 24 de Diophante y présente de légéres dif-
férences qui, cependant, sont & I'avantage de I'auteur arabe.

Il résulte de 'examen précédent :

D'un c6té, que plus d’un tiers des problémes du premier livre de
Diophante, les problémes du second livre, 4 partir du 8¢, et les pro-
blémes du troisi¢me livre presque intégralement, ont été insérés par
Alkarkhi dans son recueil ;

De T'autré cdté, que les problémes 24-45" de la III* section, et les
problémes 1-14 et fo-60 de la IVe section du recueil arabe, sont
tirés de 'ouvrage de Diophante™.

* 11 faut excepter les problémes III, 33  tous les deux le cachet particulier aux
et 39 d’Alkarkhi, qui ne se trouvent pas  énoncés et aux solutions de I'algébriste
dans l'ouvrage de Diophante, du moins grec.
pas dans ce que nous en possédons aujour- ** Je fais abstraction, dans ce résumé,
d’hui. Cependant, ces problémes portent  de quelques autres problémes épars dans
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Ajoutons que l'ordre de ces problémes est, en majeure partie, le
méme dans les deux ouvrages.

Ce fait curieux qui nous intéresse surtout sous le rapport de I'im-
portance que doit avoir une reproduction, quoique partielle, de I'ou-
vrage de Diophante, faite au commencement du xi* siécle, a été
remarqué aussi par les lecteurs arabes de I'algébre d’Alkarkhi. Clest
ainsi qu'a la fin de la IV® section du recueil de problémes’, il se
trouve dans notre manuscrit la note marginale suivante, faite par le
copiste :
ey Kiealad) 3O JSlumay Josl glad) phpdl oof i Kadles Ld cadl)s
o=t Nt AaitSy caasyidl de wlaiigss Ve (o BSpinle g () Kilakal

#5) ousN Zhdl 2 de 2 )% g
C'est-d-dire:« J'ai vu en cet endroit une glose de I'écriture d'Ibn Al-
sirddj congue en ces termes : Je dis, les probl¢mes de cette section
et une partie ” de ceux de la section précédente, sont pris dans les

la partie antérieure du recueil d’Alkarkhi
et mentionnés déja ci-dessus.

" Fol. g8 r°. :

" Cette acception du mot  jasy résuite,
avec une certitude absolue, d’'un grand
nombre de passages de l'algébre d'Al-
karkhi, ou celui-ci s'en sert pour dési-
gner des fractions de quantités mathéma-
tiques, ce qui met toute incertitude hors
de question. Ainsi, on lit dans les régles
qui se rapportent a la résolution des équa-
tions trinémes du second degré :

3,5 ol oalylljodl ghat @ Jot G
oaldl 595 @ibploaly, Jb J1 Jla9
sl UL (g3 cxilf of I a1
Jey loaly 30 ol o1 o e a5
I Gy s b JUL s b o2

i!w Q:L G LLad o,;f)
«Quant au procédé pour déterminer la

valeur de 1 2, il consiste a réduireles carrés
a un seul carré, s'il y a plus d'un seul,
ou de compléter (ce terme) de maniére a
produire un carré, 8'il est au-dessous d'un
carré, ou de le laisser tel qu'il est, si c’est
un carré; puis de soumetire les choses
ajoutées au carré, elc. a toutes les opéra-
tions exigées par la nature des carrés,
selon que c'est un carré, ou plus d'un
carré, ou une fraction de carré.» Et, d'une
maniére semblable, ce terme se trouve em-
ployé partout dans la suite de I'ouvrage.
Comme celte signification est aussi donnée
par les dictionnaires, je n'en parlerais pas,
si, d’'un c6té, il ne m'imporlait pas de
préciser bien exactementle sens des expres-
sions de la glose dont il s'agit, et si, d'un
autre c6té, Rosen ne s'élail pas trompé a
ce sujet, en traduisant |, sas; par «cer-
tain persons,» tandis que le sens était
« une fraction de personue. » ( Voir Moham-
med Ben Moiica, p. 59 de la traduction.)
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livres de Diophante, suivant I'ordre. Ceci fut écrit par Ahmed Ben
Abi Beqr Ben Ali Ben Alsiradj Alkel4neci. Fin (de la glose.) »

Cette glose m’avait beaucoup frappé et m’avait fait espérer que
Javais retrouvé, dans Alkarkhi, une partie perdue de I'ouvrage de Dio-
phante.

En disant que les problémes de la III* section sont empruntés &
Diophante, en partie’, et en ne faisant aucune restriction semblable
pour la IVesection, I'auteur de la glose donne 4 entendre qu’il attribue
cette derniére section, en entier, 4 'auteur grec,

Or, cette section commence par quatorze problémes correspondant
aux quatorze derniers problémes du second livre de Diophante, et se
termine par une reproduction exacte du troisiéme livre, et, entre ces
deux parties, se trouve une série de vingt-cinq problémes que nous
ne retrouvons pas dans I'ouvrage de Diophante, tel que nous le pos-
sédons. On pouvait donc croire que celte série représentait un livre
perdu de l'algébriste grec, qu'on aurait 4 placer entre le second et
le troisiéme livre de la rédaction actuelle. Mais j'ai fini par abandonner
cette supposition, par les raisons suivantes:

Les douze premiersdes vingt-cinq probl¢émesdont il s'agit, dépendent
d’équations déterminées, deux du premier, les autres du second degré,
ou dérivatives du second degreé, conduisant, 4 deux exceptions prés, &
des résultats irrationnels, ou affectées déja dans I'énoncé, de coeffi-
cients irrationnels. Cela est entiérement contraire au caractére de 1'ou-
vrage de 'algébriste grec, et on ne peut pas douter un instant, que nous
n’ayons ici devant nous un produit de I'esprit arabe. Il y a méme une
circonstance, minime en apparence, mais qui acquiert ici un poids

La traduction latine publi¢e par M. Libri
( Hist. des sciences mathém. en Italie, vol. I,
p- 285), porte ici trés-bien : « Dragma et
« semis fuit divisa per hominem et partem
« hominis. » 11 est vrai qu’au premier abord,
il peut paraitre étrange de parler de frac-
tions de personnes.

* C'est la suite des problémes 24-45

de cette section, qui sont empruntés tous
a Diophante, & I'exception seulement des
problémes 33 et 39 que, d'aprés le carac-
tére de leurs énoncés et la maniére dont
ils sont traités, je serais trés-porté a res-
tituer a Diophante, comme appartenant
réellement a celui-ci.
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particulier pour prouver que ces problémes sont étrangers 4 I'ouvrage
de Diophante. C'est que dans un de ces problémes, on arrive 4 une
équation renfermant la 8¢ puissance de I'inconnue, tandis que Dio-
phante ne définit que les puissances jusqua la 6° inclusivement, et
ne fait réellement usage que de celles-ci.

Les treize autres problémes sont indéterminés et du second degré.
Jai discuté ci-dessus (pages 12-15, n*® 2-4, 7 et 8) les méthodes
employées dans leur résolution. Or, d’'un cété, quelques-unes de ces
méthodes, notamment celles des numéros 4 et 8, montrent un ca-
ractére étranger 4 I'analyse de Diophante. D’un autre c6té, il y a encore
ici une circonstance particuliére, a savoir, que lauteur ajoute a la
fin de deux de ces problémes (IV, 27 et 39) des remarques sur I'utilité
et surleslimites des méthodes employées, et qu'il renvoie méme, pour
des explications ultérieures, 4 son commentaire, ce qu'il ne fait jamais
a 'occasion des problémes tirés de Diophante. Je suis donc porté a
croire que ces treize problémesn’ont, pas plus que les douze premiers,
appartenu 4 un exemplaire plus complet de I'ouvrage de Diophante,
d’'ou 'auteur arabe les aurait extraits.

Passons maintenant 4 'examen des emprunts faits 4 Alkarkhi par
Léonardo Pisano.

Je me servirai, dans les rapprochements 4 faire 4 ce sujet, du
xv® chapitre du Traité de 'Abacus de Fibonacci, inséré par M. Libri
parmi les piéces justificatives jointes au second volume de son Histoire
des sciences mathématiques en Italie. Comme, cependant, ce morceau
a été publié par M. Libri avec toutes les défectuosités que présentait
le manuscrit, je ne pourrai pas me borner 4 y renvoyer simplement,
comme je viens de le faire pour les problémes de Diophante. Je vais
donc reproduire, un 4 un, les énoncés des problémes de Fibonacci
qui présentent des analogies avec ceux -d’Alkarkhi °. Je traduirai ces
énoncés en formules algébriques et les accompagnerai de remarques
sur la conformité ou la différence des solutions qu'en ont données I'al-
gébriste arabe et le géométre de Pise.

* Je snivrai, dans celte énumération, l'ordre des problémes d'Alkarkhi.

— ——
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Libri, t. II, pag. 403, lig. 19. z(z +/10) = ga.
/ 406, 17. \/ﬁ: 3z + 20 =2"
bo7, 20. \/6_.1: 5% 4+ 102 4 20 = 2°,

Ces trois problémes ne différent que dans le choix des constantes,
le second d'une seule, de II, 35, 36, 37 d’Alkarkhi. Fibonacci en
obtient la solution en les construisant géométriquement, suivant la

“maniére dont les algébristes arabes se servent pour démontrer les
régles algébriques de la résolution des équations du second degré.

Pag. 411, 1. 13. z—+y=10, y’—z\/§=&o.

414, 1b. z—y=35, \z.i0x=)"
420, 18. (V&. 22+ 2).2=3o.

Ces problémes sont identiques avec II, 39, 40, 41 d’Alkarkhi, et
sont traités par Fibonacci de la méme maniére que par Alkarkhi;
seulement, celui-ci se borne, pour le premier et le troisiéme de
ces problémes, 4 les ramener 4 la forme canonique de I'équation
du second degré. Dans le premier probléme, Fibonacci, aprés I'avoir
ramené, comme Alkarkhi, i I'équation 2*+ 60 — 102 +1/35%, ajoute une
seconde solution, dans laquelle il raméne ce probléme a I'équation
7' +\/8 = o +/80v, qu’il construit géométriquement.

Pag. 408, 1. 31. g+y=10, =L _\/§

y—z
ne se distingue de II, 49 d’Alkarkhi qu'en ce que le second membre
de la seconde équation est, chez celui-ci, Vio. Aprés avoir ramené
le probléme 4 une équation du second degré, Fibonacci construit
celle-ci géométriquement, et vérifie ensuite le résultat obtenu.

— J =51
Pag. 388, 1. 20. THy=10, “+z !
— J —_
389, 17. z+y=0, (x+])x 3o0.
390, 7 -+ y=10, ‘; cy=9
386, 3. Z—+y=—ho, %(y—x):nl;.
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Ces problémes sont identiques avec Ill, 13, 13, 14, 16 d’Alkarkhi.
Tandis que Fibonacci ramenait les problémes précédents, de l]a méme
manié¢re qu'Alkarkhi, aux équations du second degré dontils dépendent,
pour résoudre ensuite celles-ci par une construction géométrique, il
ne soccupe, dans les problémes actuels, que des opérations néces-
saires pour arriver a I'équation du second degré. Il représente, pour
cet effet, les deux inconnues et leurs différentes combinaisons par des
lignes, d’'une maniére qui approche d’une véritable notation algébrique,
surtout dans le troisiéme de ces problémes *. L'équation du second de-
gré obtenue, il la résout algébriquement dans le premier de ces pro-
blémes; dans les trois autres, il se borne 4 la faire suivre simplement
des valeurs des inconnues qui en résultent. Enfin, tandis qu’Alkarkhi
élimine y pour obtenir des équations en z, Fibonacci élimine z, et
obtient des équations en y.

Pag. 382, 1. 4. r—+y=1o0, (§+|o) (‘£+|o)=|n§.

383, 7 T —+y=10, (10-0-‘5) ("‘—;)3“’7%-

Le premier de ces deux problémes ne différe de III, 18 d’Alkarkhi,
que par la valeur numérique du second membre de la seconde équa-
tion. Fibonacci le raméne 4 celui-ci: s +y =, = +£ =1", en employant
sa notation linéaire. Le second probléme est identique avec III, 19
d’Alkarkhi. Fibonacci le résout en combinant, d’'une maniére ingé-

nieuse, sa notation linéaire avec une construction géométrique.

(+—3) 3va==.
Ce probléme est identique avec llI, 32 d’Alkarkhi. Fibonacci le
résout par un raisonnement différent de celui employé par Alkarkhi.

Pag. 392, 1. 6.

* 1l faut bien distinguer la construction  celui-ci, Fibonacci se sert de ces lignes

géométrique des problémes précédents de
cet emploi de lignes dans des opérations
algébriques. Celle-la sert pour résoudre
I'équation, celui-ci pour I'obtenir; celle-1a
commence ou celui-ci finit. Dans celle-la
on substitue la géométrie a I'algébre; dans

uniquement pour désigner, d'une maniére
plus concise, les quantités qui sont I'ob-
jet ou le résultat des opérations algébri-
ques.

** Il avait résolu ce probléme plus haut,
p. 369, 1. 27.

o —— L —
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Pag. 392, 1. 12. 4/’ — 3z + 3x = 20.
393, 17. b\/ o' — 3z + 3z =u"+ 4.
394, 13. lO\/a:’-—8x+8.t=z’+2|.

Ces problémes sont trés-semblables a III, 21, 23 d’Alkarkhi. Fibo-
nacci se sert, pour les ramener 4 des équations du second degré et pour
résoudre celles-ci, de considérations et de constructions géométriques.

- 7 z
Pag. 442, 1. 3. z\/z’+\/;+\/§=x’.

443, 1. 2\/w7+\/§+\/'%’=20.'

Ces problémes sont identiques avec IV, 17, 18 d’Alkarkhi. Fibo-
nacci résout le premier par des considérations géométriques, le second
par un procédé purement algébrique, mais différent de celui employé

par Alkarkhi.

Pag. 447, 1. 26. (2-+17) \/?:;:'—— 107,
448, 16. y=3z, (y+\y)(z4+\z)=10y.
h4g, 3. z +\/z +\/2z /52" = 10.

Ce sont les problémes IV, 20, 21, 22 d’Alkarkhi. Fibonacci pro-
céde, dans leur résolution, d'une maniére purement algébrique qui,
dans le premier probléme, s'éloigne de celle d’Alkarkhi, mais dans
les deux autres présente la plus grande conformité avec les procédés
de 'auteur arabe.

Pag. 451, 1. 3. L 4yr'=2 z.z=), z.y=o.

Dans la résolution de ce probléme, qui est identique avec IV, 23
d’Alkarkhi, Fibonacci reproduit d’abord les procédés au moyen des-
quels Alkarkhi raméne le probléme a une équation dérivative du
second degré. Ensuite il construit géométriquement les valeurs des
inconnues.

Pag. 461,1. 14. z4+y=—10, z—a\z=y42\/y.

Ce probléme, ainsi que la premiére des solutions qu’en donne
Fibonacci, sont entiérement conformes au probléme et & la solution
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1V, 24 d’Alkarkhi. Cest donc & celui-ci que s'adressent les éloges de
Cossali’, au sujet du choixingénieux desinconnues dans cette solution ™.

Pag. 475, 1. 16. z-+y=1o0, ('—:-.-12)':30.

Y
Ce probléme ne se distingue de IV, 25 d’Alkarkhi que par la valeur

numérique du second membre de la seconde équation, et la résolution
qu'en donne Fibonacci est, de tout point, la méme que celle d'Alkarkhi.

Il résulte des rzipprochements que je viens de faire, qu'une partie
considérable ™ des problémes de Fibonacci est tirée de 'ouvrage d’Al-
karkhi; que les énoncés de ces problémes sont identiques dans les
deux ouvrages, ou ne présentent que des différences non essentielles;
mais que les solutions de Fibonacci sont, pour la plupart, différentes

* Origine dell’ algebra, t. 1, p. 5.

** Les deux solutions suivantes ne sont d

pas essentiellement différentes de 1a pre-
miére; mais la quatriéme solution que Fi- s
bonacci donne de ce probléme (p. 464,

1. 15 sqq.) mérile d’étre remarquée. De

s—pVa=y+pVr k c

on tire p=\/2—:-_'\'7/—;=\/‘;—‘\/;v (

vy

ce qui donne

s—p\r=y+p\y=Vz.Vy

de sorte que, en posant

.9\/; n

ou T'on voil, en effet, que

tant kg—z—2\/x
.7 == .‘l‘li, =10 —zl" ,9 \/—1
onaura 2,* + 2z, =z, .\/ 10 — 2}, que ce=y—+ ,\/]

ou (#1423 =10—2zx, sont aussi égaux & \/z.\/y. Ensuite, il se
ou 2+ 23, = 3, sert de la méme figure pour construire I'é-
dotil suit = =1, y=1, z=g. quation %! 27, = 3.

Fibonacci démontre le théoréme général
que, lorsque
s—p\Vz=y-+p\y,
on a aussi
S P Y3
au moyen de la figure suivanle,

V.

** Souvent Fibonacci, aprés avoir dis-
cutéun probléme, indiquecommentlasolu-
tion s'obtient d'une maniére plus ou moins
analogue, lorsque I'énoncé subit cerlaines
modifications. Cettecirconstance ne permet
pas de préciser exactement le nombre des
problémes de Fibonacci. J'ai compté quatre-

4
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de celles d’Alkarkhi, montrant un caractére arabe lorsque ce sont des
constructions géométriques, un caractére original la ot Fibonacci se
sert des lignes comme de représentants des expressions algébriques.

Jaurais pu étendre ces rapprochements  plusieurs autres probl¢mes
de Fibonacci, mais je n’ai pas voulu entrer dans des comparaisons
trop vagues. Je me suis donc borné & ne faire remarquer que les iden-
tités ou les analogies évidentes. Je dois cependant signaler encore une
circonstance qui me parait digne d’étre remarquée. C'est que souvent
les problémes de Fibonacci forment des groupes, de sorte que chaque
probléme d'un tel groupe ne se distingue des autres, que par de
légéres modifications de I'énoncé. Or, plusieurs fois le recueil d’Al-
karkhi contient un seul ou quelques-uns des problémes d'un sem-
blable groupe, tandis que les autres ne s’y trouvent pas.

Cela peut s’expliquer de deux maniéres. Ou bien le recueil d’Al-
karkhi lui-méme ne serait que l'extrait d’'un autre ouvrage arabe du
méme genre, d’ou Fibonaeci, de son cété, aurait tiré ses problémes;
ou bien Fibonacci aurait multiplié ainsi les problémes qu'il trouvait
dans I'ouvrage d’Alkarkhi, en modifiant les énoncés de la maniére que
vingl-dix & cent numéros, de sorte que Libri, t. I Rosen, trad. angl.

les problémes énumérés cidessus consti-
tuent au moins un quart du recueil en-

Pag. 369, lig. 14.  Pag. 4o, lig. 21.

tier. Une autre partie considérable des 369, 27 4, 18.
problémes de Fibonacci est empruntée a 371, 5. 46, 12.
Mohammed Ben Moicéd, ainsi qu'on le 373, 4. 63, 11.
trouvera en comparanl les endroils sui- 381, 5. 51, 13.
vants de I'édition du chapitre de Fibonacci 395, 15 35, 13
par M. Libri, et de 1'édition de Mohammed 395, 29 53, a1.
Ben Motga par Rosen : 396, r. 54, 4.
396, 4. 54, 9.

Libri, t. II. Rosen, trad. angl. 396 , 8. 54, 15.
396, 13. 58, 8.

Pag. 364, lig. 20. Pag. 35, lig. 15. 397. 11. 60, 7.
366, 4. 36, 19. 398, 8. 66, 9.
366, 14. 37, 16. 398, 14. 67, 14.
367, 15. 38, 11. 613, 13.
368, o 3. 7. 398, 3o 64, 18,

369, 5. 42, 18. 398, 31. 56, a1,
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je viens de dire. Je penche pour cette derniére opinion, parce que la
méme chose se répéte & I'occasion de problémes tirés de Mohammed
Ben Moticd, et quil est trés-invraisemblable que Fibonacci ait égale-
ment eu a sa disposition les sources auxquelles avait puisé ce dernier
auteur.

On sait que Fibonacci a composé aussi un traité des nombres carrés,
et quil a discuté, dans cet ouvrage, diverses questions d’algébre in-
déterminée. Jaurais voulu examiner si cet écrit ne présente pas égale-
ment quelques traces d’emprunts faits au traité d'Alkarkhi; mais I'ori-
ginal de cet ouvrage de Fibonacci étant perdu, j'ai dd m’en rapporter
4 Panalyse qu'en a donnée Cossali .

Cette analyse est divisée en quatre parties. La premiére traite de
la génération des nombres carrés par la sommation de la suite des
nombres impairs, et de problémes qui en dépendent. Cette théorie
est étrangére a I'ouvrage d’Alkarkhi”.

La seconde partie contient des problémes d’égalité simple. Le pre-
mier de ces problémes ™" correspond a IIlI, 38 d’Alkarkhi, qui est la
reproduction de II, 11 de Diophante. Cossali a montré ** la différence
qui a lieu entre les solutions de Fibonacci et de Diophante, en faisant
valoir, surtout, que celle de Diophante est plus générale. Mais, de
la maniére dont Alkarkhi a reproduit ce probléme, il se rapproche
sensiblement de la forme sous laquelle il se trouve chez Fibonacci.

Les trois problémes suivants "™ correspondent 4 III, 3, 36, 37 d’Al-

* Origine dell’ algebra, t. I, p.115 sqq.  tionsdesproblémes, Cossaliarrive, dans son

™ Voir aussi I'addition II. exposé, a des formules trés-compliquées.
2 —y'=2a-+1. Voici des formules plus simples que je tire
" Orig.t. I, p. 117, 167, 168. du fragment original que je viens de citer:
Myt =2t 2 4-yi=a’; 1. 4yt =12"

2yt =’ - b Prenons deux nombres delaformepa®, £,

Cossali, Orig. t.1, p. 118, 119,167, 168. étant tous les deux pairs ou impairs, on

On en trouve une rédaction originale dans . _ pal-pf
aura r=paf, y=-———ou——pf?

le fragment du Traité de I'Abacus, publi¢ _ P)
par M. Libri, Hist. des sciences mathéma- pat+-pp
tigues en Italie, t. 11, p. 343 ,1. 314 p.348, = 2 ’

1. 9. En enchainant I'une a I'autre les solu- Celte solution est la méme que celle d'Eu-
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karkhi; mais les méthodes de Fibonacci sont enti¢rement différentes
de celles qu'Alkarkhi reproduit d’aprés Diophante.

Les probléemes 5, 6, 7" correspondent a II, 22, 23 d'Alkarkhi;
ce qui est bien remarquable, c’est que, de méme que je viens de le
faire observer au sujet du probléme 1II, 38 d’Alkarkhi, la méthode
de celui-ci étant plus générale, sa solution est pourtant, de fait, con-
forme ala régle plus restreinte de Fibonacci. Cela pourrait faire croire
que Fibonacci ait formé sa régle d’aprés la solution d’Alkarkhi, dont
il ne reconnut pas la méthode générale dans I'application faite & un
cas particulier. D'ailleurs, Alkarkhi donne, dans la partie théorique
de son ouvrage ", la formule générale de laquelle dépend la résolution
b n)’ —+aet

de ces problémes, a savoir que; si 'on suppose a=m.n, (
2 . . .
(m_:") —a sont des nombres carrés. Les solutions de Fibonacci cor-

respondent au cas spécial de n—1.

Les deux derniers problémes de la seconde partie, ainsi que toute
la troisi¢eme partie de I'exposé de Cossali n'ont pas des problémes
correspondants dans 'ouvrage d’Alkarkhi *. Notamment la théorie des
nombres « congrus et congruents » est étrangére a celui-ci.

Enfin, quant 4 la sommation des cinq suites que Cossali discute
dans la quatriéme partie de son exposé, la premiére et la quatriéme™,
A savoir, ]Ja somme de la suite des nombres carrés et des nombres
cubes, sont données aussi par Pauteur arabe ", et il me parait assez

-

clide, Elémen!s, X,a9,lemme1.Uneautre
solution est fondée sur la génération des

a‘:_’_a:]:;
B 4-a=y",

z’—a=y’;

2P—a=1t\

nombres carrés par la sommation de la
suite des nombres impairs.

. 24y =a
Trouvons (d'aprés 1 ) Lrois nombres a, 3,7,
tels que ot 4 B =17,

@ g

onaura r=—--a, y=;.a_

3. - yr=a b
Résolvons encore «* + f* =7*,

ae £ bf af x ba -

on aura r= , y=——_" .

¥
Y Y

(Cossali, t. I, p. 120, 121, 168.)

™ Fol. 26 r° du ms.

** Quant aux n* 2, 3 et 4 de la troi-
siéme parlie de I'exposé de Cossali, qui
présentent une certaine analogie avec 1I,
29, 31 et IV, ag, 31 d'Alkarkbi, j'y re-
viendrai plus loin. (Voir p. 43, deuxiéme
note. )

*** Cossali, t. I, p. 155, 163.

" Fol. 21 r° sqq. fol. 23 v° sqq. du

ms.
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probable que ces deux théorémes ont été empruntés par Fibonacci,
soit & Alkarkhi, soit & un autre auteur arabe.

Je répéte, cependant, que J'absence de l'original du traité des
nombres carrés, m'oblige de donner les rapprochements que je viens
de faire entre celui-ci et 'ouvrage d'Alkarkhi, plutét comme des con-
jectures que comme les résultats d’'un examen rigoureux.

Aprés avoir constaté ce que I'algébre arabe du x°siécle a puléguer an
premier algébriste italien et emprunter au dernier algébriste grec, je
devais naturellement examiner aussi, si elle n’était pas redevable d'une
partie des éléments qu’elle renferme, aux algébristes indiens. C’est ce
quej'ai fait en comparant l'ouvrage d’Alkarkhi aux ouvrages ou parties
d’ouvrages de Bhascara " et de Brahmegupta, traduits par Colebrooke.
Le résultat de cet examen a été négatif, tant en ce qui concerne le
caractére général des méthodes, qu'en ce qui concerne les éléments
particuliers dont se composent le traité arabe et les traités indiens.

D’abord, quant aux méthodes, les travaux des Indiens ont un ca-
ractére de généralité quiles rapproche de ceux des modernes, et anquel
ni les mathématiques des Grecs, ni celles des Arabes n’ont réussi 4
s'élever.

Puis, quant aux détails, s'ils semblent montrer en partie une cer-
taine conformité, on s’apercoit pourtant bientét que cette conformité
n'existe que 1 ou la nature méme de la chose I'exige, et qu'elle dis-
parait partout ot une différence dans la maniére de traiter le sujet
devient possible.

Ainsi, on trouvera naturel que les savants de deux nations qui con-
‘e, possédent aussi des principes de calcul algébrique,
1t ces principes ils soient obligés, les uns et les autres,
rés la méme chose. On ne s’étonnera donc pas de voir
nple, le calcul des quantités irrationnelles aussi bien

" N ne peut pas s'agir ici d’emprunts  vantes recherches de Colebrooke, I'algébre
matériels faits par le géoméire arabe a  indienne avait alteint, longtemps avant
Bhascara, qui est postérieur a Alkarkhi Bhascara, I'état de perfection que pré-
d'un siécle et demi; mais d'aprés les sa-  sentent les ouvrages de cet auteur.
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par Alkarkhi que par Bhascara. Au contraire, en supposant que des
ouvrages indiens aient servi de modéles 4 Alkarkhi, on devrait s’étonner
que celui-ci ait manqué d’enrichir son traité de la méthode des Indiens,
pour la division des quantités irrationnelles, qui est fondée sur la

Vi VanE—yal.
Vb+ye | b—c
pour 'extraction de la racine des aggrégats de quantités rationnelles
et irrationnelles .

formule

,ainsi que de leur méthode ingénieuse

De méme, il ne me parait pas extraordinaire que les géométres
arabes, initiés par les ouvrages grecs, notamment celui de Nicomaque,
a l'étude de P'arithmétique spéculative, aient trouvé la somme de la
suite des nombres naturels, des nombres carrés et des nombres cubes,
sans les apprendre des Indiens. Mais il me paraitrait fort surprenant
qu'un auteur arabe qui aurait puisé cette connaissance dans les ouvrages
indiens, n’en eiit pas tiré aussi celle de la formule générale pour la
sommation des progressions géométriques **, D’ailleurs, Alkarkhi en
seflorcant en vain de donner une démonstration satisfaisante de la
formule pour la somme de la suite des carrés ™, nous laisse entrevoir
comment lui, ou ses prédécesseurs avaient pu étre conduits 4 la dé-
couverte de ces formules.

Il ne serait pas moins invraisemblable qu'un géométre arabe con-
naissant 'algébre indienne et 'emploi constant qu’elle fait de plusieurs
inconnues; se fiit borné au faible essai d'un calcul, comme celui que
jai fait remarquer dans les problémes III, 5 et 6 d’Alkarkhi, et qui
porte aussi bien le cachet de l'originalité que celni d'une premiére
tentative.

Mais surtout il me parait impossible qu'un géométre qui appréciait
I’analyse de Diophante au point de copier presque trois livres de son
ouvrage, et qui avait essayé, non sans succés, de reculer les limites
des théories qu'il avait puisées dans I'étude de I'algébriste grec, il

* Colebrooke, Algebra, etc. of Brahme- ** Ibid..p. 55.
gupta and Bhascara, p. 147. *** Fol. 21 r* sqq. du ms.
*“ Ibd. p. 149 sqq.
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me parait impossible que ce méme géométre ait pu connaitre, sans
en parler, ces belles méthodes indiennes d’analyse indéterminée, qui
font 'admiration des géométres modernes.

Or, on ne trouve chez Alkarkhi ni la méthode des Indiens, essen-
tiellement conforme & celle des modernes, pour résoudre en nombres
entiers les équations indéterminées du premier degré, ni la méthode,
découverte une seconde fois par Euler, qui sert 4 trouver un nombre
infini de solutions de I'équation cs*+a=»*, m la plupart des autres
méthodes indiennes relatives a la résolution des équations indétermi-

nées du second degré.

Comme ce dernier point me parait particuliérement important,
j'ai voulu mettre le lecteur de cette Notice en état de se convaincre
lui-méme de la différence fondamentale qui existe entre I'algébre in-
déterminée d’Alkarkhi et celle des Indiens.

Je fais donc suivre ici I'exposé, en notation algébrique moderne,
de tous les chapitres ou sections de chapitres, des ouvrages traduits
par Colebrooke qui se rapportent a la résolution des équations indé-
terminées du second degré.

I. LILAVATI

TROISIEME CHAPITRE, QUATRIEME SECTION.

Trois solutions en expressions générales des deux équations simul-

tanées :
2yt —1 =2 —y— =z

yre x_(Sa’—l)’- . __8a—n z___le.'~l r— 8a’—1\*

o 2a P y= Y T 8a* —( 2a )
e 1 1 1
2 = ——4a. y=1. Z=——a. l=—— a.

2a 2a a

3¢ z=28a"+. y=28a’. 2 = a*(8a* + 4). t=a*(8a'— 4).

PREMIERE SECTION.
1™ méthode. Si 'on a

II. VIJA-GANITA.
TROISIEME CHAPITRE.
cx 41 =y

cx’ 4a=7>*
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et er’ 4= =y’
il suit c(zy £ yz,) +aa, = (cxx, = yy, )"
donc, en résolvant ¢z +: =, équation & laquelle on pourra toujours

satisfaire, parce qu'on peut choisir arbitrairement z, on aura

claxy) + 2= (ca* + y*)?,

ou c(ﬂ)x+ L (cw’ +]:):.
z z
Le théoréme sur lequel ce procéde est fondé, sert aussi & trouver

un nombre infini de solutions de I'équation cs*+a=y*, si I'on connait
une solution, et en méme temps une solution de I'équation cz*+1 —y.

2m

2° méthode. On pose r—

m?—c

en prenant pour m un nombre quelconque ™.

Deoxitme sectioN. Si P'on a trouvé des valeurs entiéres satisfaisant
a I'équation cB4a=n,

en résolvant I'équation indéterminée du premier degré

§r+n=uay,

, . r—c cE4-naz\*
on aura p+——=(—")"

, cE+nzx

sera également un nombre entier ™.

* En effet, en multipliant la premiére seur. Car, supposons a=mf, §=nf,
des deux équations par y.’, on a il suivra de I'équation §x-+n=ay, que

Pyi—catyl+a(on’+a,) aussi n = pf. Conséquemment

=caz'y '+ (y*—c2) cr’+aq, c&+ 1,_«,,-_,,“7;.. _pyf—1

ou 'y + 'z = czy + ¢z’ + aa,, a & nf
ce qui ne peut pas étre un nombre entier.

et * 2cxnyy, = £ 2cxT, 015 . B . .
La méme observation s’applique aussi au

donc(cxz, £ yy ) =c(zys £y&n)' +ad.  jerme constant de la nouvelle équation :
Clest ce qu'on obtient en posant S—c _ap—mmyt _(my—aplyf
y=mzr—u. a e n'f
*** Jefaisobserverquecelan’est vraique  Mais dés que £ et a n'ont pas de commun
tant que a et & n’ont pas de commun divi-  diviseur, on a

3.
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TROISIEME SECTION. cxt— 1 ="

Cette équation ne peut étre résolue que lorsque ¢ =m*+ . Cette
condition étant remplie, on aura '

c—m*=nt,

¢c—n*=m';

donc ()= =(3)
L’équation proposée étant
P a=y"

on aura x=(—— ):n, y=(1+m):z'.
m m

SEPTIEME CHAPITRE.
Ce chapitre traite de la résolution de I'équation
a2 4 bhr+c,=[(y z,t...)
et plus spécialement des différents cas que peut présenter I'équation
a2+ bx4+c,—ay+by—c.

Quant au premier membre, on peut toujours le ramener a la forme
(mz—+n)', notamment en le multipliant par 4a,, et en ajoutant au pro-
duit b — 4a,c,, de sorte que si 'on peut satisfaire ensuite & I'équation

ha,f(y) + b* — haye, =2,

zZ—n

on aura =

Il s'agit donc de discuter les différentes formes que peut présenter le

second membre de I'équation proposée, aprés la transformation du

premier membre dans un carré complet.

ny —
3

soit un nombre entier; c. q. f. d.

—a any —n*
1 E ’ ﬂx=%;
et, c& et nx étant des nombres entiers,

. e . . 1
commun diviseur, il suit que ou
cE4+nx

[]

leur somme me——') sera également un " C'est ce qu'on obtient en posant

nombre entier; mais a et £ n’ayant pas de —cx—m.
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(1) ’ ay* +-b.
On pose ay*+ b =2,

équation discutée dans le troisiéme chapitre.

(2) ay* P+ 4y,
On résout ay'+b=72",
et I'on a et
m
(3) ay' +by+ec.
On pose ay +by+c=2,

ce qu'on peut toujours transformer dans

(myy +-n,)=a'2"4-b';

on résout a4 b =,
et'on a x=z:". y=’:."'
([[) ay —+b.
On pose ay +b=m,

m, étant choisi arbitrairement,

— s}
etl'ona x=""m", y="" .

(5) a_y’+bz’+c.

37

On suppose, dans ce cas et dans les cas suivants, qu'il s'agit de
satisfaire en méme temps 4 une seconde équation F(y.z)=o. On choi-
sira « avec sagacité, » un nombre m, ou n, tel qu'en posant y=m,s ou

y=z—4n,, ON obtienne (am?4-b)2* 4+ c=10, ou (a—+b)z*+ 2an,z + (¢ 4 an?)

* t—n .
=¢", On aura z= — Puis on résout F(mz:)=o0 ou F(z—+n,z)=o0.

" On satisfera 4 la premiére ou & la  est donc ramené a 1'équation ay,’+b==27
seconde équation, si I'on peut faire respec-  ce sera méme la seule équation & résoudre,

tivement am’~+b ou an’-+c égal 4 un  lorsque c =o.
carré; dans I'un et dans T'autre cas, on
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(6) \ @y +f(2).
Conformément 4 la derniére régle du me chapitre, on pose
16 _ .
]= = 2a ’
on aura z— (‘————f(z)n;: m_ n) cm;
puis on résoudra F (ﬂ:)a—:l""’ ,z) =o.
(7) ay* +byz+ca.

On pourra transformer cette expression dans
(myy 4 ny2)* +py* 4~ ¢q, 27,
et 'on posera, d’aprés la régle qu’on vient de citer,

m.]—’—n.z: M_n : 2.
n

La régle indienne ne va pas plus loin. L'exemple qui se rapporte
a ce cas est de la forme
@y 4+ byz+c2’,
ce qui peut étre transformé dans

(my —4n2)* 4-p,2°,

de sorte qu’en prenant z en place de la valeur arbitraire r,, on obtient

m,y+n,z=p'

2

___Pl - m, — 1
donc y=t——

ce qu'on peut substituer ensuite dans F(y,:) =o.
(8) ay* +f(z, t,v,w...)

On donne 4 ¢, v,w. .. des valeurs arbitraires, et sera ainsi ramené
4 un des cas de ay*+f(2).

* Il est bien entendu qu'on pourra qui contribuera, selon les circonstances,
prendre ici pour m, une fonclion de z, ce & simplifier considérablement le probléme.




NOTICE SUR LE FAKHRI. 39

(9) Sl l'on a (mz <+ n)*= ay 41 =1’ ay—+1 =2,

POSODS z=av-t+1,

on aura y=av'+ 2v,

dOﬂC . a,av’ + 20,9+ 1 = 03,

ou (a,av 4+ «,)* = aa,* —aa, +a,';

ainsi, le_probléme est ramené a la forme ay*+b==:*; on trouve les
valeurs de t et de a,av+4q,, donc aussi de v, et I'on a

y—ar4, =201
m

On trouve encore dans ce chapitre une ou deux autres régles que
je ne reproduis pas, parce que, en vérité, elles ne se rapportent qu'aux
particularités de problémes spéciaux. Mais je fais observer que dans
la discussion d’un des exemples, on trouve exposé le procédé parti-
culier & Diophante pour la résolution de I'égalité double.

Le chapitre se termine par la résolution, en nombres entiers, des

équations
£—ua=by et z—a=by.
(1) 2 —a=by.
Condition : e=q¢' OU a*mb=a

Prenons un nombre quelconque n tel que -';; et % soient desnombres

entiers, puis posons T=—nz—4a,
(2) z* —a=Vby.
CODditiOll : a==a OU azxmb=a’

n* _3na, .
Prenonsun nombre quelconque » tel que + et —— soient des nombres
entiers, puis posons T=nz—+a,.
Si1 'on avait 4 résoudre

c*—a=by ou ¢’ — a=Vby,



.

40 NOTICE SUR LE FAKHRI.

cela revient, comme on voit, a résoudre

L—ac=by ou £ —ac*=hby.
HUITIEME CHAPITRE.
Equation proposée =.y.z.t...=flz.y,z,t...)

1 méthode. On donne 4 y,z, t. . . des valeurs arbitraires et résout
I'équation en z seul qui en résulte.
29 méthode. On raméne (s'il est possible) le probléme 4 Péquation

ry=ax~+by—+c,

’ ab ¢
=0 =gq :
et 'on pose r=bxm, y=—a P

b .
ou ) x=b:i:u +‘. y=a =+ m.
= J

La démonstration de I'auteur indien consiste a faire voir que
zy —azx —b(y—a)=ab—+c,

ab—+c

)

de sorte que (&—b)(y—a)=m.

m

en prenant pour m une valeur arbitraire positive ou négative.

III. OUVRAGE DE BRAHMEGUPTA.

THEOREMES CONTENUS DANS LA SEPTIEME SECTION DU DIX-HUITIEME CHAPITRE
ET QUI NE SE TROUVENT PAS DANS LES TRAITES DE BHASCARA.

(1) Quand on a crt 4 h =y,
y!— vyt —3
en posant =, ——r=m
on aura el 1 =y
Quand on a et — b =y,

L*+3) (' +)
W=

(ly’+3lly’+ll

1

en posant

T,

oo
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on aura cxt 1=y} - '

On vérifie ces deux régles par un calcul facile.

(2) Probléme. ar+ 1=y, ba 41 — 2%
_8a+b)
On pose e
et 'on obtient yolatb a3t
a—b a—b

(3) Probléme. T 4-y=1, T —y="1 _xy+n=w’.
Brahmegupta pose
{o* 4+ b*) 4 (a* —b*)

(@ 7)) — (@ —b)
[ ]

. (a’+b')=.‘¢,

(@ 8) + (& — )

(R =l=F)

(@ — b=y

. a 2 a a 4
on obtient z=2(3), v=13, w=,(3)_,,
(4) Probléme. zta=y, zExb=2\
— H
amb:tm )
En posant z= - Fa,
a—b a—b
- *m —F ™
Ona ]:——-‘ =
2 2
(5) Probléme. s+a=y, s—b=2\
a—+4b " 2
En posant x=( = )-;-b.
a+b+m a+b_m
on obtient y=_"‘_2__, L i

Voici maintenant tout ce qu’il y a de commun entre les méthodes
indiennes dont je viens de donner I'aperqu, et celles d’Alkarkhi.
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Clest d'abord la résolution indienne des équations cs*—+ 1 ==y et

2 —m? .
¢a'+a=y* par les formules s =~ et s=2_", qui est conforme
m —c amce

aux principes qu’'Alkarkhi trouvait employés dans un nombre abondant
de problémes de Diophante. Personne ne conclura donc, en se fon-
dant sur cette conformité, qu’Alkarkhi ait nécessairement connu les
méthodes indiennes, ou que ce soit d'une source indienne que I'algé-
briste arabe ait dérivé sa théorie de la résolution de I'équation
az’+ bz +c—)*, lorsque a ou c sont des carrés positifs.

Ensuite, c'est la résolution des problémes II, 29, 30, 31 et 1V,
29, 31 d’Alkarkhi, qui dépend d'une formule essentiellement iden-
tique avec celle donnée par Brahmegupta dans les deux derniers
problémes rapportés ci-dessus. Mais Alkarkhi rend compte, d’une
maniére détaillée, de la marche suivie dans ces résolutions, et cette
warche est celle qui devait se présenter tout naturellement a I'esprit
d’'un géométre, initié comme Alkarkhi, 4 I'analyse indéterminée de
Diophante.

Ces deux points auxquels se borne toute I'analogie entre les méthodes
d’Alkarkhi et celles des Indiens, me paraissent entiérement insuffisants
comme preuve d’'une connaissance de T'algébre indienne de la part
d’Alkarkhi, lorsque celui-ci ne reproduit ni les plus belles méthodes
indiennes, ni particuliérement tout ce qui se rapporte a la résolution
des équations indéterminées en nombres entiers.

Jarrive donc 4 la conclusion, qu’a la fin du x* sicle de notre ére,
I'analyse indéterminée des Indiens était inconnue aux Arabes, et qu’a-
prés avoir recu probablement la résolution des équations déterminées
du second degré de savants indiens qui visitérent la cour des premiers
Abassides, les Arabes cultivérent 'algébre en I'enrichissant tant d’élé-
ments puisés directement dans des ouvrages grecs, que de découvertes
originales, mais portant essentiellement le cachet de I'nfluence des
mathématiciens grecs dont I'étude les avait inspirées.

1l me reste maintenant & dire un mot d'une objection qui se pré-
sente naturellement & I'esprit du lecteur.
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M. Chasles a montré, par des rapprochements ingénieux’, que la réso-
lution que Fibonacci donne de I'équation indéterminée o* +y* —a*+ 42,
est essentiellement contenue dans un théoréme géométrique de Brah-
megupta; et je fais observer que la résolution du probléme z+a—=3,
z—b=2: qui, d'aprés Cossali”, faisait partie du traité des nombres
carrés, est la méme que celle qu'on trouve ci-dessus parmi les prd-
blémes extraits du xvin® chapitre de I'ouvrage de Brahmegupta.

Or, Fibonacci ne pouvait connaitre les méthodes indiennes que par
Pintermédiaire des géométres arabes. Si donc les solutions dont je
viens de parler sont dérivées nécessairement des théories de Brahme-
gupta, on est obligé d’accorder aux Arabes une connaissance des
méthodes indiennes que je ne puis trouver dans Alkarkhi.

I serait facile de donner une solution plausible & cette difficulté.
Il y a entre-Alkarkhi et Fibonacci un intervalle de deux siécles, pen-
dant lesquels les mathématiciens arabes ont pu faire de nouveau con-
naissance avec l’algébre indienne, et d’autant plus facilement, que
la conquéte de I'Inde par Mahmoid le Gbaznavide avait ouvert ce
pays a leurs recherches™. Mais il serait inutile de vouloir résoudre
la difficulté par une hypothése, puisque I'étude des mathématiciens
arabes du x1° et du x1° siécle nous fournira, sans doute, le moyen de
résoudre ce probléme par des données tout & fait historiques et cer-

taines.
L J

* Voir Apergu historigne du développement
des méthodes en gdométrie, p. 441 .

" Origine dell algebra, t.1, p-124,n°2.
Les problémes n° 3 et n° 4 ne sont que
des cas particuliers du probléme général
qui les précéde. Dans Ghaligai, Pratica
d’Arithmetica, fol, 61 r°, n° 39, on trouve
seulement la solulion particuliére

a—+b—1\?
(Y

au lieu de
a—+b—m\?
X = (——> —+ b

am

D’ailleurs, cette résolution n’est pas essen-
tiellement différente de celle qu'Alkarkhi
donne des problémes II, 2g-31, IV, ag,
31 de son recueil, dont il a été question
ci-dessus, On peut donc aussi supposer
que Fibonacci marchait ici sur les traces
d’Alkarkbi, dont il connaissait évidem-
ment le trailé.

*** Voir les savantes recherches de
M. Reinaud : Relations des voyages faits par
les Arabes et les Persans dans UlInde et a la
Chine, t. I, p. xuyun et xuix, el Mémoire
sur Ulnde, p. 24-31, 308 et suiv. et 32..
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PARTIE THEORIQUE.

PREFACE DE L’AUTEUR.

Avu NOM DU DIEU CLEMENT ET MISERICORDIEUX! F.1v.

Abod Beqr Mohammed Ben Alhacan Alkarkhi, le calculateur (que Dieu
soit miséricordieux envers lui!), dit: «J'ai trouvé que le calcul a pour objet
toutes les espéces de détermination des inconnues au moyen des connues,
et j'ai remarqué que la plus claire des régles et le plus évident des moyens
pour cet effet est 'art de 'algébre, 4 cause de sa puissance ét de T'univer-
salité avec laquelle il s'étend sur les variétés de tous les problémes du calcul.
Jai vu que les ouvrages composés sur cet art ne contenaient qu'incompléte-
mentce dont on a hesoin en fait de connaissances élémentaires; qu'ils étaient

Fya.)ﬁ ot At o
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insuffisants par rapport aux théories auxiliaires nécessaires & I'étude de ses
doctrines spéciales, et que leurs auteurs avaient négligé I'explication de ses
théorémes qui conduisent au plus haut degré (de savoir dans cet art) et per-
mettent d'arriver a la perfection. Puis j'ai fait dans cet art des découvertes
excellentes que je n'ai vu discutées par aucun de ces auteurs, et jai résolu
des difficultés dont je n'ai trouvé dans leurs ouvrages ni une mention, ni
I'explication. Or, aprés avoir acquis cet avantage, et aprés avoir éprouvé le
besoin de suppléer & ce défaut, je ne pus m'empécher de composer un
ouvrage qui contint complétement ces connaissances supérieures, et dans
lequel je donnasse une explication choisie des éléments de 1'algébre , exempte
d'une prolixité désagréable et d'une verbosité rebutante. Mais je fus empéché
d’accomplir ce projet par les obstacles qu'y opposaient une époque pleine
d'adversités et les malheurs de périodes. désastreuses, ainsi que la terreur,
la violence et la tyrannie qui frappaient tous les hommes, jusqu'a ce que
Dieu, qu'il soit béni et exalté! envoyat 4 leur aide notre protecteur, le vizir,
le seigneur illustre, le parfait dans le gouvernement, le vizir des vizirs,
revétu des deux autorités, Aboti Ghalib, T'affranchi du commandeur des
croyants, que Dieu prolonge son existence ! Dieu rendit les hommes heureux
par I'excellence de son administration, et, pendant la durée bienheureuse
de ses jours, leur accorda, au plus haut degré, tout ce qu'ils désiraient en
fait de justice, de sécurité, d'abondance et de bien; il arracha, par son gou-
vernement, le monde au mal et aux malfaiteurs, et I'ilustra par sa surveil-
lance éclairée et par la mani¢re dont il fit revivre les traces effacées de la
science. Dieu fit de luiun modéle de toutes les vertus, qui guide les hommes
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parsadirection et les éclaire par sa lumiére. Cest ainsi qu'il dilata les poitrines
des hommes et délivra leurs ceeurs de la tristesse. La part qui m'échut de ce
grand et universel bienfait, ce fut d'entreprendre avec ardeur la composition
de cet ouvrage, dés que les occupations qui m'en empéchaient et lesaccidents
qui y mettaient obstacle eurent cessé, dés que je fus entouré d'un bien-étre
suffisant, et dés que les hommes jouirent universellement de la tranquillité,
du bonheur et du repos dans le pré luxuriant de sa grandeur et dans le pa-
turage de 'ombre de sa bienfaisance. Je commence donc par la louange de
Dieu, qui est la meilleure des introductions et le plus sublime des exordes;
je le supplie de donner sa bénédiction & ses saints prophétes et apotres, et
en implorant T'assistance de Dieu (quel protecteur! certes, il nous suffit),
pour qu'il me fasse arriver au désir et au hut que je me propose, je dis :
« Sache, etc.» v
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1. PUISSANCES ALGEBRIQUES (¥y-g) cuilye ou wVypgadl (wlis).

OENERATION. AOM ARABK. TRADUCTION DU NOM ARABK. EX.
R 3 U g% ou ):X;b racine ou chose. .. coté. 2
f=a.a A oo ivaanns Ceveeaes Jle carré.......... sarface. 4
ad=gda'. a A e - cube.......... solide 8
a=a'.a=a.a’. Jb J\e carré-carré. 16
a—a'.a=a.d" S Jle quadrato-cube. 32
ad=a.a=a'.=d.a. g._.\a{g(.ﬂ{ cubo-cube. 6%
a'=qd".a S Jlo Jle quadrato-quadrato-cube. 128
@ =a.a os!f ‘.A-IY Jle quadrato-cubo-cube. 256
ad=a.a . Q.AS“A.IY‘J cubo-cubo-cube. 512

et ainsi de suite jusqu'a I'infini.
Généralement : lorsqu'on multiplie une quelconque de ces puissances

. par un certain nombre de racines, le produit est de I'ordre de la puissance

suivante.

L'auteur compare ces puissances aux unités, dizaines, centaines, etc.; car,
ainsi que 1 ta=—a:a*=d":¢'= etc. A I'infini, de méme on a 1:10—10:100
== 100 : 1000 == 1000 : 10000 = 10000 : 100000 , ou 10 correspond au)a'k-,— , 100 au
Jle, 1000 au <5, 10000 au Jle Jlo, 100000 au casS Jle.

Note. Le nombre simple est désigné, dans le cours de I'ouvrage, par les
expressions s\a) «unités», ou slos} «nombres», ou #b> «dirhems».
L'auteur se sert aussi de >0s «nombre », au singulier, pour désigner une
expression algébrique en général. Quant au terme Jw, il signifie non-seule-
ment le carré de inconnue, mais aussi une quantité en général. Je cite, A
ce sujet, le probléme], 11 du recueil d'Alkarkhi, ot I'on trouve ces deux
significations l'une A co6té de Tautre : Lol &ny)l sle xuwds & Koy Jlo

sladl Ryl Jouny sy Yo 4 aais & xyly Lad SLU Juarb o3 JLU
JW 985 Py> Kapl 20l 5 « Lorsqu'une certaine quantité est multipliée par
elle-méme, il résulte quatre fois la premiére quantité. Posez la quantité chose,
et multipliez-la par elle-méme, il résultera un carré; et celuici est égal &
quatre choses, donc la chose égale 4 quatre dirhems, ce qui est la quantité
(cherchée). » Rosen, quis'est donnéla peine, dans sa traduction de Mohammed
Ben Modca, d'ajouter en note, partout oi mdl n’a pas la signification de
carré, les mots : « square, in the original », a distingué dans sa note, page 50,
trop de cas. Les cas 2, 3 et 4 doivent étre réunis dans la signification géné-
rale de quantité. .
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1I.  VALEURS RF'JCIPROQUES DES PUISSANCES ALGéBﬂIQUES.

La partie (»y=) d'un nombre quelconque est ce qui, multiplié par ce 3r.

nombre, produit I'unité. Lorsque a> b, on aura > < 5
. a

1 1 1 1 1 1 1. .
—t———:—=—:—— etc. 4 Iinfini.
a a a a & a
) 1 1 1 1 1]
a ;,za’:a, ?:a—,=a' a*, ;:;:a‘:a;
Reégle générale : ip—=bia.
(3
) 1 1 1 1 V 1 1 1 1 1 .
¢ a a ada & da &a o
Regle générale : rr_ .
gie g a b ab
1 ]
;-a’:a. ;~a’=a’, t;-a‘:u’, i-a':a‘,
;:—,~a’=a. ::—, a'=a’, i-a‘:a’. 3
Reégle générale : #m*:a":a'",
donc L a*=—, L.a=l, L.a’:l-
a? a? a a? a

M. MULTIPLICATION (Qyd).

Distinction de nombres simples ( 5y4e >Os), par exemple, les choses, les
carrés, le nombre, les parties de chose, etc., et de nombres composés (>os

S y) qui sont des sommes de nombres simples.

A. MULTIPLICATION DU NOMBRE SIMPLE.

Multiplication du nombre simple par le nombre simple.

Elle se raméne 4 ce qui précéde de la maniére suivante :
5 X 5a=(5 X 5) (1 X a)=15a.
5a* X 5a'=(5 X 5) (@® X a') = 25a’.
- 10a X 204’ = (10 X 20) (a X a*) = 200a".
% x Bat= (5 x 5) (& x a‘) — 25a.
4
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7 1 '3

24 X —=— T .AD WX =, ===

* \ &« a
3 . - fa A
— X 4= 33Xy — + & =2W.1=20.
o " /]
] ) ) ixi““>~ [ AT
_x—: — .- T — -
« o L &y '
3 - 7 A
—xh‘=ax3‘—x.-’;—9¢'_
« v

Autre espece de maltiplication dn nomnbre smple.

10:a » 10— "10 X 10 :@a=—100:4",
10:& ‘-;c:m:;:‘:l):m:..otlbienz‘no-):c’;
on se servira de ['un ou de lautre selon les besoins et les areonstances.
10:4° X & &)= 10: €:a 4 j10: @ :a); = 10:a! + J10:6*!_ou bien

= 108" 4104, :a",

130: Ta43 X3=230:, 343 :3]=30: ea41';

EY o
Régle generale : w:4,.c—a: b:c}. ou bien — (a.c': b
Autre espece de multiplication du nombre smple.
3v%. o:i{aa-1):a" X 3="10X 3 Xa @41 —3ca: a41}:
Régle générale: ‘a: br:etd=(am.c.d b,
10:23e: (@41 X 3e="10 X @41 :3 X 3a— 10410,
puisque Ta:bi b—a
Autre espece de multiphication de nambre simple.
5r. {10—a&) X 10= 10 X 10 — @ X\ 10 = 100— 10¢ .

* Je me sers de la notation 10 : a poar expri- dum ordre diffiérent. Mais 1 n'en est pas ainsi.
mer o dix mnités duisées par cheses ﬂ); ir:c parce que ea disant : Jir mens chese, vous in-

- - - . 10 diquez un seal mosabre de Tordre des unités;
s d IJ‘ Engata, ctde b mTw 51, 2u bien de odha, il y avait eu : dix plas chose,
exprimer «dix pertirs de cheseo .‘PT i cela aunait é¢ composé. Cependant, placez les
- expressions de ce geare dins quelle catégorie
= leai, Tautear ajoute : « 1l y a des personnes vous voudrez, cela me change rea aux principes
qui sont d avis que ce mombre 10— ) est com- du calcul. s
posé. puisquil est forme par deux expressias
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(10—a} X (1o—a)=(10 X 10) + {{—a) X 10} +{(—a) X 10} +|(—a) X (—a)}
=100 — 104 — 104 + @*== 100 + a* — 20a ",
puisque  (+4a) X (+-b) =+ (ax b) et (—a) X (—b) =+ {a X b),

tandis que dans les autres cas le produit est négatif.

Autre espéce de mulliplication du nombre simple.

10+ fu*s (= 1){] X [5+ [{a~1) saf] = [{10 X (a-r1)] ] X [(5 X a) : (a +1)]
= [(10a 4~ 10) X 5a} : {a* X (@a—+1)] = (504> + 50a) : (a® +a); 6v
Regle générale:  (a:b) x (c:d)=(ax ¢): (b x d),
et aussi (@:b) X (c:d)=(a:d) x (c:b).
{10a:(a—41)} X (20:a)=={(10a: a) X 20} : (a4 1)==1200: (a~1). 71

jroa:(a—1)} X {(r10a+10):a} =(10a:a) X {(10a +10):(a—=41)} =10 X 10=100-
B. MULTIPLICATION DU NOMBRE COMPOSE.

Elle consiste 4 multiplier chaque nombre simple du multiplicande (g ya2e)
par chaque nombre Simple du multiplicateur (xab ©gya20), puis & addi-
tionner les termes du méme ordre. Le nombre de multiplications simples 7v°.
a faire est égal au produit du nombre de termes du multiplicande par le
nombre de termes du multiplicateur. «Et,» ajoute Tauteur, «il faut ici
compter les quantités négatives (8likiwdl j25\il}) comme des termes. » Par
exemple, dit-il, on voit bien que dans la multiplication de (10— 24) par
(10 —2a) il y a 4 produits simples & former.

(|o+a’+a):_l-—_58+aa’+ aa)

= (10 % 8)+ (10X 24"+ (10 X 2a) + (a? X 8)+(a” X 2a") + (4 X 24) +(u X 8) +(a X 2a*) +(a X 2a)
== 80 —+ 204" + 20a + 8a* + 24 +- 24° -+ 8a —+ 24’ +- 24

=80 + 304 + 24* + 28a + 4a’.

" Voici le texte de ce passage, pour servir  §, do 3 & J*IJ iasl sleal e U’C‘
de spécimen de la terminologie de I'auteur, re- ] Db e ol b roa .
lativement aux quantités négatives : d 'w) Loyt 23l el Byse U'c:’
oris 8 Fivie 3 @ Tiste ny 2 ile fll @ 0y JL 1
sﬂgﬁsbgb@ﬂiﬁpgiﬂ Lﬁ*""ue?r“mtjl‘)

4.
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(5a® + 3a* 4 ha) X (4 -+ 5a* 4+ 3a)

. = (5a® X 4) + (5a' X 5a*) 4 (5a* X 3a) —+ (3a’ X &) + (3a* X 5a*) + (3a® X 3a)

—+ (4a X 4) + (4a X 5¢*) 4+ (4a X 3a)
= 20a’ + 25a* + 15a* + 124’ + 15a* + 9a’ + 16a + 20a’ +- 124’

— 254 + 30a' + hga® + 244’ + 16a.

L'auteur fait observer qu'il n'ira pas, dans ces exemples de multiplication,
au deld des cubes, parce que les problémes généralement connus n'en
exigent pas davantage, mais que le lecteur sera suffisamment instruit par ce
qui précéde, pour s'avancer au besoin au dela de cette limite.

{(10:d) =4 3a—+ 2} X [20 + {5a*: (a—+ 2)}]
= {(10:a) X 30} [(10:a) X {5a’: (a4 3)}] + (3a X 20)
~+[3a X {5a": (a+2)}] + (3 X 20) +[2 X {50": (a +3)}]
= (200 : @) 4+ {50a : (a 4+ 2)} + 60a + {15a*: {a 4 2)] 4 4o+ |10a*: (a + 2)]

— {(50a + 156"+~ 108") : (@ =+ 3)] =+ (200 : &) ~ 60a —+ ho.

[5*+- [ 108 : (a+ 12)| — 3a] X {5" 4 5+ (15:0)}

— (56" x 5a*) + (5a’x%)+{5a’>< (15 ;a);+[;m:(a+.);x5a=]+[g.oa:(a+ znxf—,]
+[[108: (= 3)] (15 )] +-|(—3a) 50|+ §(—3a) x T} +1(—30) x (151

= 35015750+ [Soat: (a )| -} 2 fat-a) | - 150 (a+-2)| — 150t — I — 45

== 284" + 75a 4~

(50a‘ -+ '5°+370) :(a+2)$ —(|5a‘+g+3o).

st (6o
= (10 X 3a%) +- (10 X :ia)—f—%lo x (—%)i—b—(:ia X 3a%) + (38 ¢ 1...)4_’3,, < (_ai)z

-+ (105 360+ (10 ) - < (— BN (= (020 30 (1 ) <)

+[imwarx (=)

r=3oa’+Ao¢—-‘;g+ga'+ ua’—l—:-—l-ﬁa‘ + 8¢’ — 8 — ua—|6+I6

== 6a' 4+ 174" + 424"+ :8«-0-:—?— (:A+&°+'_"').
a
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IV. DIVISION 'llau.i

La division est Topération inverse , w£s. de la multiplication, parce que,
si I'on pose « x b=—c, on aura c:a=3», et c: b= o Les carrés divisés par des o\
choses produisent des choses; les choses divisées par le nombre produisent
des choses, et divisées par des choses, elles produisent le nombre: une quan-
tité d'un degré quelconque divisée par une quantité de méme degre produit
un nombre. Lorsquon pose «:b—c, on aura ¢ x b —a.
2ca’ : §a' = Sa.

«On ne peut pas diviser une puissance d'un certain ordre par une quan-
tité composée de deux puissances d'un ordre différent; on énonce. en ce
cas, le résultat de la division en disant: une telle quantité divisée par une
telle. » Exemple : 10a: (a+-1).

Au contraire, on peut diviser deux ou plusieurs puissances d'ordres diffe-
rents par une seule puissance; par exemple :

(10a’ + 10a%) : Sa = 2a + 24"
(1000’ + 100a® + 1004a) : 5a = 204" - 20a +- 20.

(100@* + 1004+ 100a) : 10 = 10a* + 102"+~ 10a.

Pour que la division soit possible, il est nécessaire que le dividende 10+
(pyie) soit au diviseur (#sle pyuile) dans un rapport connu; par exemple :

Ra*:na=n,a’, m:n,a‘:%. n:n,n-———%‘ RGN, == na.
{10a’ +10a’— (10a +-10)}: 2a = (100" : 2a) + (104*: 2a) + | (—10a) : 2a} 4+ | (—10) : 2a}
= 5a*+ Sa — (5—0—;) .

Suit une longue remarque dans laquelle 'auteur explique que les puis-
sances ascendantes et descendantes forment deux séries partant de l'unité;
que lorsqu'une puissance est plus grande que l'unité, la puissance corres-
pondante de la série opposée est plus petite que I'unité; qu'une puissance
de la série descendante peut étre plus grande que l'unité (par exemple,
al’> 1, lorsque a = %) quici T'unité n’est pas supposée indivisible; que toutes
ces puissances forment une suite dont les termes sont en proportion géo- 10v"
métrique, jouissant de la propriété que le produit de deux termes, pris &

* Textuellement : « lorsque nous divisons les carrés par les choses, il résulte des choses. »
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distances égales d’un certain terme moyen, ou de deux termes moyens, est
égal au produit du terme moyen en lui-méme, ou au produit des deux termes
moyens.

100: (10:a)==(100 X ¢) : 10==100a: 10 == 10a.

100:[20: {(a+1):a]]={100 X (a41)}: {zoxa}:(noo¢+noo):zoa=5+2-

V. RAPPORT (&tws).

« Le rapport d'une quantité quelconque 4 une autre quantité est 1a chose
qui, multiplide par le second terme du rapport (&ad} oywill), produit le
premier terme (<sgmall). »—« A cet égard, la division et le rapport sont la
méme chose. »

W al-

Ainsi, 3a? parrapporta 3o0a?* font &) ; Ja parrapport i ga? font

D'une maniére analogue 4 ce qui a été observé au sujet de la division,
on peut former le rapport de deux quantités 4 une seule, mais pas celui
d'une quantité & deux quantités, 4 moins qu'elles ne soient pas des expres-
sions algébriques, mais des nombres connus d'unités.

L'auteur termine ce chapitre en caractérisant la différence qui existe entre
la division et le rapport, par I'exemple de 20: 4 et de 4: 20; il ditque 20: 4 =5
rentre dans la catégorie de la division, et 4:20—"! dans celle du rapport.

VL. EXTRACTION DES RACINES CARREES (jpondl olysiiul).

« La racine carrée d’'un nombre quelconque est ce qui, multiplié en lui-
méme, produit le nombre dont on cherche la racine.» L'auteur explique
que ce ne sont que les puissances d'un ordre pair qui ont des racines car-
rées, tandis que les puissances d’'un ordre impair n'en ont pas.

V9e' = 3a, \/m=lul'. \/Zﬁ = 5a’.

De méme, on extrait la racine d'expressions composées de 3, 5 ou 7
termes, par exemple :

Vaé+bat+h=a—+2

ou I'on prend les racines des deux termes extrémes.

I 5 g Syl 3.
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Pour extraire la racine de a* + 4a* + 104* + 120 + g, on prendra d’abord les
racines de a' et de g, et formera le double produit de I'une par l'autre; on
le retranchera du terme moyen de I'expression proposée; du reste 4a? on
prend laracine 2a et I'ajoute aux deux premiéres racines ; la somme a* + 2a + 3
est la racine de I'expression proposée.

\/ba’—f—l —Aa=3a—.

VIL. ADDITION (&%%).

Pour ajouter deux expressions, formées chacune par un seul terme ou
par deux ou plusieurs termes de différents ordres, on joint ensemble les
termes du méme ordre.

(5a —+ 4a*) + (3a + 3a*) = (5@ + 3a) + (4a* + 3a') = 8a + 7a’.

Si un terme de 'une des deux expressions n'a pas de correspondant dans
I'autre expression, on le laisse tel qu'il ¢tait.

(5a + 2a*) + (4a + 5) = (5a& + Aa) + 20* + 5 = ga -+ 24+ 5.

Lorsqu'une des deux expressions contient un terme négatif (sUikiaml ), et
que l'autre expression ne contient pas un terme du méme ordre, on laisse
le terme négatif tel qu'il était; au cas contraire, on le supprime (textuelle-
ment : tu le restitues &3,4=) contre son équivalent pris sur le terme du méme
ordre.

5+ 5¢—a')+3a=>5—+8a—a’.

(8a —+ 5a* — 5) 4+ (10 + 5a) = 13a + 5a* + (10 — §) = 13a + 5a* + 5.

(5a — 3) + (5 — 3a) = (5a + 5) — (3a + 3) = (ba — 3a) + (5 — 3) = 2a + 1.
(20 — %0a) + (40 — 20a) = 6o — 20a — jo0a.

(200a — 10) + (200 — 10a) = 190 + 200a — 10a.

{5: (a4 1)} 4+ {10:(a41)} = (54 10): (a41)=15:(a+1).

Lorsque les deux quantités qu'il s'agit d'additionner n'ont pasle méme divi-
seur, ou qu'elles sont d’'un ordre différent, on ne peut pas les additionner, et.

il faut, dans le résultat de I'addition, les énoncer séparément; par exemple :

(5:a) 4 j10: (a1}, {5a*: (a 1)} +-{4a®: (a4 1)].

13re.

13v*
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VIIl.  SOUSTRACTION (@wyR3).

Pour retrancher d'une expression consistant en un seul ou en plusieurs
termes une autre expression semblable, on retranche chaque terme de celui
qui lui correspond; si un terme de la seconde expression (laiws) n'a pas de
correspondant dans la premiére (&is laiws), on le retranche (du reste).

1T (10a —+ 10) — (3@ + 4a*) = (10a — 3a)+ 10 — ha* = 7a + 10 — 4a’.

{20a: (a4 2)} —|10a:(a—+ 2)} =(20a —10a): (a—+ 2) =10a: (a+ 2).

Lorsque la seconde contient un terme négatif, on I'y supprime et ajoute
son équivalent & la premiére; et lorsqu'un terme de celle-1i est plus grand
que le terme correspondant de celle-ci, on retranche le plus petit du plus
grand et retranche la différence de ce qui reste de cette dernitre.

(8a + 20 + 2a*) — (104 —+ 4 — a*) = |(8a + 20 + 2a*) +a'| — (10a 4+ 4)
= (8a 4+~ 20 + 3a') — (10a + 4) = (8a + 3a’) + (20 — 4) — 10a
= (8a —+ 3a' + 16) — 10a = (3a* + 16) — 2a.

(200a + 20) — (20 — 200a) = (2 . 200a + 20) — 20 = 400a.

1Ay (20d* 4+~ 8a® + 5a — 20) — (10a* + 100 + 10a — 8)

== {(20a’ +- 8a* + 5a — 20) + 8} — (104’ 4 104’ + 10a)
= (20a' +- 8a* + 5a — 13) — (100" + 10a* + 10a)
= (20a* — 10a*) + (8a* — 10a?) + (5a — 10a) — 12

=10@' — 2a* — Sa — 12 = 100’ — (20 + da —+ 12).

1X. REGLES ET THEOREMES DONT ON A BESOIN DANS LE CALCUL ALGEBRIQUE
(‘MN‘,JA& Gl & g2 (it w‘)ui;», 9’,;‘).
A. MULTIPLICATION DES RACINES DES DiFFERENTS DEGRES ° ( t)\a.\ﬂ » ),:M’J- Qyd).
Va.\/b=ya.b; 2\/3:\/:.2.10-——\/6—0; LWio=\/1.1. 10
151, =\/2}; 2\/3.1}\/6:\/3.\/20%———\/16.:of= 334.
VBV =V a1 =ymb;  aB=y2 8—=\bk; iVa—yI.l.l.37
={/3+{+%; n38.2\’/;::\’/6_&-.\3/:16:\’/6&.216.

* La racine carrée est désignée par )‘jc.; s'appellenth_p.ﬂl §.¢ Jl.ll Jb
«racine.» Les racines cube, carré-carrée, etc. «cOté du cube, coté du carré-carré.»
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ViB. BT =16 BT = \Niagb =65 3 V/iB =37 7.7 18— \\/258; 15v.

\/10—-‘{.{ 1.1, xﬁ-—\/m lb_\/ ;
b =ya. \/c—\/\/ac, ol ¢ est un nombre tel, que c=1y/3,

nombre qu'on détermine de la maniére qu'on vient de montrer.

\/:i \/a';-\/lz\/h 27—— 16. 27=\/\/7 27=\/ 64.27. 27—\/;—

B. DIVISION DES RACINES DES DIFFERENTS DEGRES.
\/6\/3:\/9_—/;-, nﬁ:;\/z=\/3€:\/;=\/36:l.
\3/;:\’/§=327:8; 3\"/;:?\’/5:\3/(3.3.3.27):(2.2.2.8).

\/; \/. \/\/(lo 10):(4.4. :i)——-\/\/loo bd_\/\/l_'_% éz\/
V& par rapport 4 Vo=V1-

.|-l

C. ADDITION DES RACINES CARREES.

Vi+Ve=\1/b . 9+4+9=5.

Ici fauteur fait observer que les paragraphes proposés sur le calcul des
racines sont destinés seulement a servir au calcul des nombres sourds
(F»aﬂ slowsdl), parce que, pour les nombres dont on peut extraire la racine
(&ompuall sIOsYi), on n'a pas besoin de ces régles. Il remarque encore que
les paragraphes précédents sur la multiplication et la division s'appliquent &
tous les nombres sourds, tandis que le paragraphe actuel ne sapplique qu'aux
nombres semblables (&g:\axll s}os¥l), Cest-a-dire & des paires de nombres
de la forme a.b, c.d ot a:b=c:d, qui jouissent de la propriété de produire
un carré lorsqu'on les multiplie I'un par I'autre **

VE4V/iB—\/2y/B 18 +8+18—ah 8+ 18— /5.

ViB—yB=\/8-+18—2yBB—y5

“adu JL'J»"}‘“" m’j&; i tL° _** Comparer Euclide,E‘lémans,Vll.déf.21,
JLA JLO"D u,il":" M') Uut‘:') oal C,L., ct [X, prop. 1.

16r°.
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La preuve de la justesse de ce procédé, cest que (a+ b)* = 2ab+ (a*+- b7,

et que 2¢/a.f=12\/c.\/B.
Si, au lieu del'une des deux racines, on a le multiple d'une racine, on le
remplace par la racine qui lui est égale, et procéde comme auparavant.

D. ADDITION DES RACINES SUPERIEURES.

1775 —
! \3/27+\’/§=\’/3\3/8.8.27+3\°/17.27.8+27+8

—\/3 /1728 +3¢/5833 + 27 + 8

=: /36 4+ 54 + 27 + 8 = \/135.

Ce procédé ne s'applique qu'a deux nombres jouissant de la propriéte
que le carré de chacun d’eux, multiplié par I'autre, produit un nombre cube.

\’/;+\’/H=\’/3\’/a.z.5a+3\’/5n.5a.n+a+5a

=\3/3\3/216—+'—3\3/m;+2+54

=\/18 454 2 + 54 = \/128.
Va7 — V8 —V\/B\B B a7+ 27)— BV/37.37.8+8)
— /(36 27) — (54 + 8) = V63 — 62 = /1.
181" V/5h— /3 =V/(3 /a7 55+54) — (3y/54 563 +13)
— /3 /316 +56) — (3 /5832 + 1)

— /(184 54) — (54 +2) =/72 — 56 =\/16.

La démonstration consiste en ce que (a—+b)'=a".a+ b*. b+ 3a*. b+ 3b*.a.

18v*. L'auteur explique ce théoréme en multipliant tout au long (2 + 3) par (2 + 3)
par (2 + 3); puis il additionne y/a et /54, en formant I'expression y/3 . (v/3)*

+ \/5&. (V/54)* + 32 . /2. /5 =+ 3\/54 . /54 . V/a = 2 =+ 54 + 3¢/2. 2 . 5
191 + 3¢/54.54 .2 OU 32+ 56 +/27.2.2.54+/27. 2. 54 . 54, ce qui, dit-il, revient

a ce qu'il a exposé au commencement de ce paragraphe.
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E. SOUSTRACTION DES RACINES ((amy (e \gaaims Xl L)

L'auteur commence par énoncer le théoréme (« — b)* = (4’ + b*) — 2ab; il
en donne T'exemple (3 — 2)* — (9 + 4) — (6 + 6); puis il explique que, pour for-
mer le cube (S yf was)) ibi} de (3 — 2), il faut multiplier le résultat
précédemment obtenu, 4 savoir (g + 4) — (6 + 6), encore une fois par (3 — 2).
Aprés avoir terminé cette opération, il en fait I'application 4 1a construction
de \/55 —y/2, en formant de la maniére suivante I'expression qui se trouve
sous le signe radical :

V36 —V/3) . (VBE—V/3)} . (V58 — V/2)
= [V/58) + (V) — /108 —V/108] . (V/54 — V/2)
= {(V/3R) . V/5h]+ [ (V/B4) . (— V/2) |+ W2) - Vob 1+ [ (V2)* - (- V/2)]
+{(—V/108) . /) 4 { (—V/108) . (— V/2)} + | (—V/108) . /B4 | +{ (—V/108). (—V/3)
— 54 — /5833 + /716 — 3 — (/5833 -+ /716 — {/5833 -+ {/316
— (54 + 3 /216) — (2 + 3 /5833).

X. THEOREMES UTILES DANS LA RESOLUTION DES PROBLEMES AU MOYEN DE L'ALGEBRE "
(i\;m‘,)e-ﬂ.- Joluly gyl de cnxe Le)-

10.10-+10
—_—

Théoréme. »+2+3+4~+.... 4+ 10— ,oubieu=(.+.o)-l,2-

Si on prend les termes de la suite des nombres naturels de deux en deux,
lasomme sera encore égale 4 1a somme du premier et du dernier terme, mul-

*

tipliée par la moitié du nombre des termes ***.

L'auteur démontre ces .procédés en expliquant que chaque nombre est
la moitié¢ de la somme de deux nombres pris 4 distances égales de chaque
c6té de ce nombre; que dans la suite 1 + 2 +3 4+ ... 410, en ajoutant chaque

* On aremarqué, sans doute, que Fauteora  s'explique par I'emploi quo’Alkarkhi fait des
traité ce sujet déja dans les deux paragraphes théorémes de ce chapitre, dans les problemes
précédents; aussi ne donne-t-il dans celui-ci  qui se trouvent au commencement de 1a 11° sec-
rien d’essentiellement nouveau. tion de son recueil.

** Ce chapitre traite de la sommation de " adl Jalll saall G
difiérentes suites. Le titre que P'auteur lui donne

19Vv°,

s0r°.

20v.
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nombre au nombre correspondant a partir des deux extrémités, on obtient
la somme 11 cinq fois, c'est-d-dire la moitié de fois du nombre de termes.
Il fait observer que cela vaut également pour les suites dont la différence
constante (#sly}) n'est pas T'unité. :

Pour déterminer la somme des 20 premiers termes de la suite

347411415+ ....

ontrouve d'abord le dernier terme = 19 . 4+ 3 = 79, puis on forme I'expression
(79 +3) ?= 8120, ce qui est la somme demandée.

Trouver la somme des nombres pairs ou impairs depuis 1 jusqu'a 10 re-
vient & trouver la somme des 5 premiers termes de la suite qui a pour diffé-

rence constante 2, et pour premier terme 2 ou 1 respectivement.

Théoréme.
ou bien

1+ 2"+ 3+ ... +10°=(1+10) .10 (L4 1) =110.3} =385,
={1+24+34+... +10){}.104+1)

L'auteur avoue qu'il n'a pas réussi 4 trouver la démonstration de ce théo-

réme, et quil a seulement observé qu'on obtient toujours

(22434 ....4+n): 142 4+34+ ... +n)=3in+1

Mais il promet d'en donner un autre qu'il démontrera et qui sera fondé

sur le théoréme que voici :

5'+lx.6+3.7+...+|.9=5‘——§|’+z’+3’+>...+(5—n)‘1

L'auteur démontre ce dernier théoréme en expliquant que (a—nr) (a—+n)

= a* — %, Puis il trouve la somme de la suite 1 + 2*+ 3*+. .. 410" en formant

successivement les expressions

{(1 +10) 5} . 10 =550,

10—1=9, 9.1 +8.2+... +6.4+4 5 =95,
95 — 5*=170, 550 — (95 + 70) =2385".

“ Clest-d-dire (1*+ 2*+ .. 4109
= +2+3+4...4+10.10—f2{1.9
+2.84... 4-4.6+45)— 5.
On voit aisément comment 1'auteur a été con-
duit a ce théoréme. On a
(t4+243~+...410).10
1t +9g)+2(2+8 +33-+7) +...
+7(7+3)+8(8+12)+9(9+1)
-+ 10.10

= (111?43 910" )1 g
+2.843.7+4.6).245.5

= (1"+2'+... +10)+2|1.9+12.8
...+ 4. 645" — 5,

donc 1'42'4-3'+4... +10°=(1+2
+34...410).10—f{2.(1.9+12.8
+eo 4.6 40" — 5%,

La détermination de la somme de 1a suite des

nombres carrés au moyen de ce théortme a
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Théoréme. 6.5+7.4+8.3+...—=6.5.5—|1.24+2.34...+4.5)
=6.5.5—{(t+2-+...4+5)}(5—1)}=150—4o=110.

L'auteur démontre ce théoréme en expliquant que
fla+1)+n}.la—nl=(a4+1)a—n(n—+1).

Théoréme. 1.2+2.3+3.44...4+9.10=(143 43+ h—+...+10) (.10 —12) 22V

=330",
Théoréme. P2 43P 100 =1 +24+3 ... 410"
D A _ DEMONSTRATION.
6 (1+2+43+4...410 =55=145+10,
E (45 4 10)*= 145"+ 2.10. 45+ 10
Kl—[— = 45?4 10*,
5 45*=(36 +9)*=136'+2.9.36+ ¢’
Z = 36"+ ¢°, )
Ll — 9
36— (28 +~8)*=128"4-2.8.28 4+ 8"
A 2 3
H == 284~ 8.
M|—|— . .. , .
3 T En continuant ainsi on vérifie
X —]— le théortme. Et de méme, on a 23r.
2
ol-| dans la figure ci-contre:
]
Cr» 2W3IN 4 S8 5 F 6 B DE +- EA - EB = 6?,

4 savoir, EA=6.6, DE=EB=6.15=go, EA~+DE-+~EB=12.6.

La raison de cela cest que

23+
(a—1)a*+a*=4d?,
et que (r42—4...4+n)(n41). 24 (R4 1) = (n41)
Clest ainsi qu'on a
KZ+ZE+2F =KL, LH—+HZ+HS—=LM, MT—+TH-+TN—=MX,
T'air d'un cercle,, mais elle ne I'est pas; car pour * Voici comment T'auteur est probablement
trouver la somme des carrés jusqu'a 10%, 'au-  arrivé & ce théoréme. I avait
teur ne suppose connue, dansson théoréme auxi- 1.24+2.3+3.4~4... +9.10
liaire, que la somme des carrés jusqu'd 4% c’est  — (1®—1) ~+ (3'—2) + (3'—3) + (4> —4)
uneespéce de formule de réduction.Quant  la ...+ (10*—10)
démonstration du théortme actuel promise par =234 ... + 10 — (142
Yauteur, il faut croire qu'il la réservait & son +34...410)

commentaire. = 42434 .. +10) {(hro+ L) —1].
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XI+IT+IW—X0, enfin IC —0C;

donc AC=1+2+3+...+6, cqfd

Théoréme. (1.3 +3.5+... +7.9)+(3.4+4.64... +8.10)

a4r’. =(-+:+3+...+-o).("3'0—-|§)+.
- =55(”slo—1§)+1=:75+1=276.

Démonstration : (1.3 +3.54... +7.0)+(2.4+4.6+... 4-8.10)
=@3—2.34+8—2.54+...+9"—2.9)+(4"—2.4+6"—2.6+... +10"—2.10)
=3 +4+54+... +10) — a3+ 4 +54... 410);

. 2.10 .
mais 55(T—l;)=(t’+n‘+...+no’)—:(|+:+3+...+no)
et V42— 301 4+ 2)——1, ce qui fait quil faut ajouter 1 au produit
55 (: .310__ .:).

Theéoréme. 1.2.34+2.3.4+3.4.5+...+8.9.10

:I'+2’+33+.-.+10—l’—(l+2+3+-.-+lo—l)
= 4+243+... 49— (1 +24+3 4. .. +9) =45"—145,

ou bien —45.44 = 1980.

24v*.  La raison de cela c'est que (n — 1)n (a4 1) =n'—n.

XI. THEOREMES DONT LA CONNAISSANCE SERT A RESOUDRE LES DIFFICULTES

(Ol 2hyst e aibyng (g\nius Le)-

g(a‘:::')—i-(u—b);:z:a, g‘:::,—(a—b)‘:z=b;
l'auteur ajoute que ce théoréme s'appelle #y\ull «1'égalité . »

* A savoir,I'égalité double,puisque c'est sur  trouvet-on en plusieurs endroits de ce recueil
cette formule qu'est fondée la résolution de 1'é-  de probiimes, cette dernitre expression en en-
galité double & la manitre de Diophante. Aussi  tier §UALl #l,Ltl.
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‘_l+_b),a_b=a’+b’, E-é.——zn, (f—k).a.b=a’-——b’. 251°
b a b a b a
am+bm—+cem—+... =(a+b4c+...)m.

a—+ b\? a—+b 2 a —+ b\?
ab+(a— " ) ou ab+(——2———b)=( );
2

1'auteur fait observer que ce théoréme est donné implicitement par Euclide *. 25+-.

(a+b).b 4 (")’: (‘;‘-.- b)'.

2
(ma)*~+a* £ 2(ma).a sont des nombres carrés;

l'auteur ajoute que ce théoréme est fondé sur la proposition d'Euclide, 26:.
Eléments, 11, 4.

a'+ (3¢ +1) et @ — (3a—1) sont des nombres carrés.
el ()= (vasd)s o fwva = ()= (ve-)
En supposant a=m.n",

m — n\* m —+n\? .
(—;—) +a et ( . ) — a sont des nombres carrés, A savoir,

17 3 . P T T
\/ m—i—u) _a=nx n ot \/(m n) +a:m+n. 261°.
2 2 2 2

X1l. DES SIX PROBLEMES.

L'auteur explique que le but de T'algébre c'est la délermination des in-
connues au moyen de prémisses connues; quon nomme le sujet (Jwo!) du
probléme « chose, » et qu'on le soumet aux opérations enseignées dans les
chapitres précédents de ce traité, conformément 4 ce qu'en porte I'énoncé
du probléme; aprés quoi on procéde au yr= et & la Dy\ie. L'auteur définit 54,
ces termes de la maniére suivante :

«Le djabr cest qu'on trouve des termes négatifs dans les deux aggrégats
opposés T'un & T'autre, ou dans I'un d'eux, qu'on les restitue par leurs équi-
valents, et qu'on ajoute  T'autre aggrégat I'équivalent des quantités au moyen

* Voir Eléments, II, 5, — ** J;' dowy So.n srp...g go.:.



27v.

281r°.

64 EXTRAIT DU FAKHRI.

desquelles on a restitué I'aggrégat opposé *, afin que I'égalité des deux aggré-
gats soit conservée; puis qu'on retranche les quantités égales du méme ordre
des deux c6tés d’'une maniére égale. »

« La mokdbalah c'est qu'on obtient " un aggrégat, formé par un seul terme
ou par deux termes (d'ordres différents), qui est égal 4 un autre aggrégat
d'un terme ou de deux termes, par exemple : Des choses sont égales & un
nombre, et: Des choses sont égales 4 des carrés, et: Des carrés sont égaux
4 un nombre. Ces trois espéces sont appelées les équations simples (15,44 ),
parce qu'un seul terme simple est égalé 4 un seul terme simple. Lorsque
deux termes (d'ordres différents) sont égalés 4 un seul terme (le probi¢me)
sappelle composé ((yyihe); il y en a trois cas. »

Note. La suppression des quantités égales qui se trouvent dans les deux
membres de 1'équation, est ce que les algébristes arabes désignent ordinai-
rement par le nom de mokébalah ***; elle est comprise ici dans I'opération
du djabr, et la mokabalah n’est ici que I'action d'opposer I'un & l'autre, en
les égalant, les deux membres de I'équation. Aussi, dans le cours de l'ou-
vrage, la suppression des quantités égales est désignée souvent séparément
parles expressions Kus\eli =3V »w‘i ou kS,  yidndl s Wikl »\.'ill, mais jamais
par le terme mokabalah.

A. PROBLEMES SIMPLES.

2. arx

L'auteur fait observer quune des opérations essentielles de 1'algébre
(RA\illy yadl by,-2) est 1a réduction des carrés 4 un seul carré. Cette opé-
ration s'appelle 3,J1 lorsque le nombre des carrés est plus grand que P'unite,
et JKYI lorsqu'il est une fraction de T'unité.

3. a.-t’=b......1:=\/k-
a

* L'algébriste arabe considére les termes né-  lecon véritable est o<’ «tu trouves» comme
gatifs qui se trouvent dans un aggrégat de dans la définition du djabr.
termes, comme une lacune qu'il faut combler, *** Voir Rosen, The Algebra of Mohammed
pour restituer (yax) I'intégrité de I'aggrégat. Ben Musa, pag. 177-186.

** Le ms, porte == «il vient »; peut-étre la
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P. PROBLEMES COMPOSES. 28\"

h. az’ 4+ bz —c.
T ()
ou bien x— % \/(g)x—o—ac——g g L. . agr.

Pour obtenir directement le carré de l'inconnue, on raménera d'abord 29v.
I'équation & la forme 2* + bz —c, et I'on aura

2 N
z’::b—+c— (b—) - bc.
2 2
Démonstration de la résolution lorsque I'équation renferme un seul carré complet.
Qu'on ait a résoudre I'équation =* + 102=39".

C B D A~ Posons BC— ¢, AB= 10, et prenons le
point milieu D de AB. Conformément

a la proposition connue d’Euclide **, on aura AC.CB-+DB —DC; mais 3or.
AC.BC= (z+10)z=139 et DB=>5; conséquemment, 64 —DC et V64 =DC,
ou 8 — 5+ BC; il reste donc 3 —BC —=.

Démonstration de la résolution sans réduction préalable des carrés a un seul carreé.

1° Que T'équation proposée soit 3z* + bz = 24,

c B § A Posons BC — 3z, AB— 6, prenonsle point
milieu s de AB, faisons CD=BC, et divi-

E T sons CD en E et H, de sorte que chacune
H ; des parties soit ==; enfin menons ET, HI
D paralléles a BC. On aura AE = AC. CE = 34

~+ 6z =24, donc AD — 73; mais AD = AC .CD 3ov"

* Jefais observer que cette équation se trouve ma traduction) et chez Fibonacci (dans Libri,
avec les mémes coefficients dans I'algtbre de  Hist. des sciences mathématiques en Italie, t. 1I,
Mohammed Ben Motga (p. 8 et 13 de la trad. p- 359).
de Rosen), dans I'algébre d’Alkayyami (p. 17de * Eléments , 11, 6.
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= AC.BC; en méme temps SB — o- Donc AC. BC + SB — 81. Conséquemment
SC — /81 — 9. Mais SC — BC +- SB—=BC +- 3. Donc 6 — BC =3z, donc z— 1.

2° Le carré étant incomplet, comme dans I'équation }s* + 22— 6, on pose
D c B A AB=iz, BD—1, Al—u. Faisons AS— AB—!AI, me-
! ! nons ST paralléle & AD, et prenons le point milieu
C de BD. On aura AZ—AD.Al = ({z+32)z—12" 42z
— 6, etSD — ! AZ— 3. MaisSD — AS. AD — AB. AD; donc

T S
AB.AD-=3. Et DA.AB + BC—AC; conséquemment
o Z ] —2 . .
3ir AC =3 +1=14 et AC— 2; mais BC—1, donc AB--,
et x == 2.

Démonstration de la résolution qui donne directement le carré de I'inconnue.

Z C

L'équation proposée étant s* -+ 10z=39, pOsons

CD = #*, DE = 10z, de sorte que CE — 39. Faisons AD — DE

et complétons le carré BD;1a mesure de sa surface sera

D A rooz'. Faisons le rectangle CT— BD. On aura, parce

T que CD =a2*, DT = 100. Donc CI = CE . TD = 3900, et con-
séquemment aussi TB — 3goo. Mais TB —IB . AB — IB . EB.

S Prenons le point milieu s de IE. On aura IB.EB +Es

I E B _ BS ou 3900—0—2500-:-5?. DoncBS=\/6AT)=80.C0n-

31 v, séquemment DE + ES — 80; mais ES == 50, doncDE = 30. Or, on avait CE — 3¢,
conséquemment CD =g, Ou «* = g.

Résolution a la maniére de Diophante

L'équation proposée étant »*+10z=39, on cherche un nombre qui,
ajouté 4 #* + 10z, produit un nombre carré. On n’en trouve d'autre que 25,
et 'on aura z* + 102 + 25 OU (z —+ 5)' =39 + 25 =64, donc =+ 5—/64 —8 et

=23,

5. az’+c—bx.

it I
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, B,
Lorsqu'on ne peut pas retrancher 2 de (%;) , le probléme est absurde; et 3ar°.
1 c_ (, b\* . b
orsque 2 i;) onaw——;;-

Sans réduction du nombre des carrés, on aura

‘z=§5bi\/(2)’—_ac‘:a.

Pour obtenir directement le carré de I'inconnue, Péquation proposée étant 32v".

z*+c=br, on a
( h2 hnNe
= b——_!:\/(f-> —b’c'—c.
2 2 §

Suivent quatre démonstrations absolument analogues 4 celles proposées ci- :?; 2 ::
dessus pour I'équation az*+ bz=c, et qui n'offrent rien de remarquable, si )
cen'est que I'auteur ne démontre jamais que I'un des deux cas delaformule,
A savoir, le second. Janalyserai ces démonstrations ci-dessous.

Note. Dans le recueil de problémes, les probi¢mes qui dépendent d'une
équation du second degré, appartiennent en majeure partie a cette espéce.
H n'y a que trois problémes, 4 savoir, IlI, 8, 10, 18, ou l'auteur énonce
formellement les deux solutions. Si cependant, dans tous les autres pro-
bl¢mes de cette espéce, I'auteur ne donne qu'une seule des deux solutions,
ce n'est pas toujours qu'il ait simplement négligé I'autre. Dans les problémes
II, ho, 495 III, 11, 14,15, 16, 195 IV, 15, 25, il s'agit de trouver les
valeurs de deux inconnues, et la seconde solution de I'équation du second
degré aurait conduit & une valeur négative pour I'une de ces inconnues.
Dans les problémes II, 19, 34;IlI, 21, on part d'une relation algébrique
renfermant un radical, et la seconde solution de I'équation du second degré
correspond au cas du probléme qu'on aurait obtenu en donnant A ce radical
le signe opposé. Au contraire, dans les problémes II, 11, 44; III, 12, 13;
IV, 20, la seconde solution négligée aurait également bien satisfait 4 la ques-
tion proposée. '

Résolution a la maniére de Diophante. 341"

Pour résoudre I'équation #*+- 21 — 102", on cherche un nombre carré tel

* Comparer, relativement 2 ces coefficients, 'algébre de Mohammed Ben Motga, p. 11 et 16 de
la traduction de Rosen.
5.
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que si on retranche de [»* plus] ce nombre 10x, il résulte un nombre carré.
Posons ce carré égal & (» —5)* ou égal & (5 —z)*, ce qui donne * 4+ 25 — 100
="+ 25— (2 +21)=4; donc 5—z ou z— 5 —\/4 =1, et conséquemment
r=3, 0uzr=1.

6. bz 4 c=ax

—\ () i
z iz el el
a a a

Pour obtenir directement le carré de I'inconnue, I'équation proposée étant

2=bx+c,
l 2
on a = \/b’c—}- + +c

Suivent quatre démonstrations analogues a celles proposées relativement
aux deux espéces précédentes.

Note. Je n'ai pas reproduit ci-dessus les démonstrations relatives aux deux
derniéres espéces des équations du second degré. L'auteur y procéde d'une
maniére spéciale qui, rendue avec exactitude, aurait empéché de voir quelle
est proprement la marche suivie par lui. C'est pourquoi je vais proposer ces
démonstrations sous une forme plus générale qui permettra de reconnaitre
laméthode del'auteur, en faisant ressortir le parallélisme de ces constructions.

= b b
I. 1. 4 br =c. c . s Yp LN
—t | ——— ) 2 L
AC.BC +-BD =CD, = '_b_
b\? 1
ou ($+b).t+(;) :=(z+§ y
b\? b\®
ou C-{—(;) —_—_(x+;) B
b\* b
donc .z—:\/c+(_) _°,
2 2
2. az®+ bx=c. . ) ) D .
— — v °
AC.BC—+BD =CD, ax S 2 A
x ————
b\? b\? ) 3
ou (az+b)nz+(—) =(az+-) i Nz
2 ar
b b \
donc x-—*\/u ¢ -+ ; _;z:a‘ ul
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Seulement, au lieu de dire directement que
AC.BC=(az+b).az=|laxz+b).2}.a=c.a,

l'auteur arrive a ce résultat par une considération géométrique, en construi-
sant d'abord un rectangle AN — (az +-b) .2 —=¢, puis un rectangle AM égal &
a fois AN et égal aussi & AC.BC, de sorte que AC.BC =ac.

L'auteur distingue, pour chacune des trois espéces, le cas de a fraction-
naire, par une démonstration particuli¢re; mais cela ne change, en effet,

que la figure, en ce que AM sera une partie de AN, tandis que dans la figure
actuelle, AN est une partie de AM.

3. 2?4 brx=c. F ~ G
- a:" \ b
Posons FE—2", EB=\bz,. E:
EG = carré EC = l*2*. ¢
bxl
On aura FB—c¢, FG=—1I, b D
S ——— et [}
et AC.BC—=AH=AF =10 .c." C B 3 > A
Mais AC.BC—+BD =CD; 2 2
bi L} bl
donc b*c+(;) — CD —BD + BC = BD +- (BF — FE) = — ~+c — %,
, . b by
consequemment = STre— \/ b +(T) .
b
II. 1. 2 4~ ¢ = bx. B z cC D 7 A
! | | ————— |
AC.BC +CD = BD, ey ——
o (b= = () o e (- =)
ou { —a;).t—l-(;—a:) —(;) s ou ¢—+ 3 ={;)}
b b\?*
donc x=;—\/(;) —ec.
2 az® + ¢ = bx. b
) o B a C D 2 A
" - —— e | ———
AC.BC—+CD —BD, A —F

ou (b—ax).aw—g—(g_az)’:(g)' sm:
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et (b—az).ax=uac;

donc z:,f_\/F%

Et pour démontrer que AC . BC = ac, T'auteur construit d'abord CN — (b — az)=
—c¢, puis CM=2a.CN et —AC.BC.

3. 2 ¢ == ba. E H
az b
Posons FE — z*, FB — ¢, EG = carré EC. F i G
On aura BE — bz, CE = b%2*, FG = b, ¢ ; bz lc
|
et AC.BC—AH—AF =1}.c. B b T A
Mais AC.BC+CD —BD; ? ?

TN L .
donc \/(;) —b =CD=BD—BC=BD—(BF+FE)=%—c-—z’,

é x’—b’—c— (B),——b’c
conséquemment = . :
b b
II. 1. =bx+c. C A 2 D; B
) ) | )
AC.BC+-BD —CD, ——_ %
x
b ] b 2 b ° I' 2
ou (-'—")$+(—> =( —-), ou v—o—(—) -:(x—-—);
2 2 2 2
b\* b
donc x:\/c+(_) -
“e 2 2
2 1} b b
' =t e ( A:Dis
AC.BC+BD —CD, z“ :
b\* N -
ou (aat—b)az+(_) :(a,;__é) (a.z
2 2
et (axz — blaz=uac; ’
M

donc o] \/WJ(
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Et pour démontrer que AC . BC — ac,l'auteur construit d'abord AN~ (az — bz —c,
Puis AM=:a.AN et = AC . BC.

3. L=bxr—+c. G F
bi
Posons FE=2a', FB=¢, EG = carré¢ EC. cs
b b
On aura BE—bx, CE=10', FG= b, - =
C Al2 2

et AC.BC=AH=AF=1'.c.

Mais AC.BC—+BD —CD; bz
. br

donc \/b’c "‘(bT) - CD — BC — BD - (FE — BF) — BD

o
»
—— . —c——

’ b? b\ 2
consequemment = " —+c ¢/ bc+ (_2_') .

Xill. EQUATIONS DES DEGRES SUPERIEURS. 36",

L'auteur fait d'abord observer que le nombre des problémes algébriques
est illimité; puis il donne les régles suivantes :

1. Lorsqu'on a (une équation a) trois termes de degrés quelconques *,
mais tels que (abstraction faite des coefficients) ces termes soient en pro-
portion continue, on réduit d’abord tous les termes, de sorte que le terme
de T'ordre le plus élevé (&) aby} 48 1) ait pour coefficient Tunité. Puis 36v:.
on prend le carré de la moitié (du coefficient) du terme (du degré) moyen
(#lawlyll). Lorsque ce terme ne forme pas a lui seul un membre de I'équa-
tion, on ajoute le susdit carré au nombre, et prend la racine de la somme.

On retranche de cette racine la moitié du terme moyen, lorsque ce terme

* L'auteur sous-entend, sans le dire, que b Bt c

'un des trois termes soit constant. Dans ce pa- 3. us-c=bot... 2= et i@ a
he, il résout di t les troi - .
rRgrapae, 1l resou directement les trois équa Dans le second paragraphe, I'auteur explique
{ions : . N .
que cette résolution deI'équation ax*® +-bz? +¢
b b = o0, n'est, en eflfet, autre chose que celle de
a4 b —=c... =4 [— 4+ - —— » 1 E8L ’

' - ¢ ba* + e I’équation du second degré az® +- bz +c =o.
Enfin, dans le 3° paragraphe, il raméne la réso-

b b i 'é i 2p+9 P+q [ J—
2. @z — b’ e .. =\ [ S 2, lution del'équation az +bxP+iq4-cxi=0o

4a* @  2a A celle de I'équation az* + bz + c=o.
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se trouve ensemble avec le terme du degré le plus élevé; on ajoute la racine
a la moitié du terme moyen, lorsque ce terme se trouve ensemble avec le
terme du degré le moins élevé (&3, 351). 1l résulte une unité du degré du
terme moyen. Lorsque le terme du degré moyen se trouve seul dans un
membre de I'équation, on prend le carré de la moitié (de son coefficient),
et retranche de ce carré le (coefficient du) terme de I'ordre le moins élevé;
puis on ajoute la racine de la différence a la moitié ( du coefficient) du terme
moyen, ou onlenretranche. Exemples : #* 4551126 2*+-24 =102 o' = 24*+-8.

2. Lorsqu'on atrois termes de degrés quelconques, dont deux (ensemble)
sont égaux au troisiéme, qu'on peut mettre le terme moyen a la place de la
racine, et le terme du degré le plus élevé a la place du carré, en laissant le
nombre tel qu'il est : alorsles régles données ci-dessus (chapitre xi1) s'appliquent
sans aucune difficulté, si ce n'est que la racine obtenue est en vérité une
unité du degré qui était celui du terme moyen avant la transformation ().
Par exemple, P'équation proposée étant z* — 3s* + 40, on résout 2* — 3z + 4o.
Le critérium de la possibilité de 1a transformation, c’est que le terme moyen
multiplié en lui-méme soit (d'un degré) égal au (degré du) produit de 1'un
des deux autres termes par l'autre.

3. Lorsquion a (une équation ) trois termes dont celui de I'ordre le
moins élevé (n'est pas un nombre simple, mais) est formé par des carrés,
ou par une autre puissance, et que ces termes sont en proportion continue,
alors on divise tous les termes par la quantité qui réduit le terme le moins
élevé au nombre simple. Exemple : 'équation proposée étant ' — ba* + ca?,
on divise par 2’, et 'on obtient s*—bs*+¢; on transforme cette derniére
équation dans la suivante »* — bz +- ¢, ce qu'on résout suivantles régles données.

XIV. DE L'ANALYSE INDETERMINEE (s)iiwd} ,53).

« L'istikrd dans le calcul, c'est qu'on vous propose un aggrégat formé par
un, par deux ou par trois termes de degrés consécutifs, que cetaggrégat n'est
pas un carré suivant les expressions de I'énoncé, mais qu'on sous-entend
(fue c'est un carré et que vous désirez en connaitre la racine *. »

ke e 35 ol ol T Gl 3 0yGy Bl ade Jou Le ke
oLl G o ol i g5l o o by Gouns of ouys wily dayye
e aiya o ihedl Al 0,5y il e
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Exemple : 2* + 4z —y*. En vertu du chapitre sur I'extraction des racines,
on sait qu'on ne peut pas extraire la racine de 2"+ 4z; on sait en méme
temps que cette racine doit étre ce qui, multiplié en lui-méme, peut &tre
égalé (JSUs o) oS4l) 8 o*+ 4z, de telle sorte qu'aprés la restitution des
quantités négatives et aprés la suppression des choses homogenes (padl oy
K\l 2a2Y s\illy)*, e probléme se réduise 4 une égalité entre un seul
terme et un seul terme, telle que az=b, ou es*=ba, ou as’ =ba*, Dans
I'exemple actuel, on posera y — 1z, donc s* + 4z — 42*, ce qui donne, aprés
T'emploi des opérations algébriques, z—=1},doncs* + bo = (1 4+ § 4+ 1) + (5 +})
=171, ce dont la racine est 22.

Les problémes de ce genre admettent une pluralité de solutions. Ainsi on
peut, dans T'exemple actuel, poser y—=nz"*, ou y=z—1,0uy=z—n En
prenant y—z—1, ON AUra &’ + 4z =a'+ 1 — 2z, dONCz="!, et o' 4 ho =15,
On obtient ici la solution, parce que des trois termes qui résultent de la
multiplication (de z — 1 en lui-méme), un terme est supprimé comme se
trouvant également dans les deux membres.

Il faut prendre garde, en choisissant la racine (y) par titonnement
(s%,dzwdl), de ne pas la prendre de maniére qu'aprés l'application des opé-
rations algébriques, on arrive 4 une égalité entre un terme et un autre
terme dont les degrés ne se suivent pas immeédiatement, ni de maniére
qu'on arrive i une égalité entre un terme et deux termes, comme si, par
exemple, on arrivait aux équations 2> — 10, 2+ 22 = 10.

Lorsque 'expression proposée est composée de trois termes, il est néces-
saire que le terme des carrés, ou le nombre, soit, pris isolément, un carré
positif, non pas négatif, afin que, lorsqu'on multiplic la racine (y) par elle-
méme, il puisse résulter un terme égal, soit aux carrés, soit au nombre, et
qu'on puisse supprimer ce terme dans les deux membres.

Exemple : 4s* + 162+ 9—)". On pose y — 20 —«, en prenant n de sorte
que »*>g. Posons, par exemple, y—2c—5; on aura y* = 2>+ 25 — 202
= ir + 62+ 9, donc 36z — 16. On a posé deux x pour obtenir, en multi-
pliant y en Jui-méme, quatre 2°, afin qu'on puisse supprimer 4z’ dans les
deux membres, et quon arrive 4 une égalité entre des choses et un nombre.

On peut aussi poser y—-3 —uz. en choisissant n de telle sorte que »* = ¢,

* Comparer chapitre 511, p. 63 et 6¢. — * Testuellement : une quant. € queloonyue de choses
(:ltz" @"O:‘l‘/\’

38r.

38y,
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Posons, par exemple, y —3 — 3z; on aura y* = g2* + 9 — 182 = 4a* 4 162+ g
donc 52* = 34.
Exemples d’expressions dont on ne peut pas trouverla racine : 10z— (1),
228 + 102+ 10, 102 — 2 — 5",
Exemples de cas résolubles : 2.*+ 10z, 102 — 22%, 22" — 10z} car en posant
391°. y — 22, on obtiendra la solution.
En terminant ce chapitre, lauteur sexprime de la manitre suivante :
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1L

RECUEIL DE PROBLEMES.

3gv°.
PREMIERE SECTION. 9
2r -+ 5 = 20.
.‘L‘=7£.
x-(§+3)=zo.
z=2341.
2(22—1)—1 =10,
z=133.
z
z -‘E—f—;-f—b
(x+—+i)+ +4=10
2 2
z=A43. 4or°.
z—:—3
(z—-—3)— —3=10
2
x—=58.
z+f+5
( b 5)— > —5=o0
.z+5+ 3
1
x='l+§'
2{2(2x — 10) — 10} —10==0.
T=8—41! 41 4ov",

(-
3 P = 10.

x — 24.
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(15)
On pose
donc

(16)

(20)

EXTRAIT DU FAKHRI.

z
( x ’_3_
""g)‘*‘ n =10
r=—12
z
Tt-— T —
)~ (55 )
z+“ 3 4
x =232,

r=3.y, z.y=100
3y* =00, y=\/331
2=
i .
z=u2x

x'==hz,, v2=16=ux, \/;:_—_A
z—+y=1o0, x=3y".
hy=10; y=1l, z=13%.
z+4y=ho, r—y=y.
=13y, Jy=10; y =231, x=061%.
T +y—+z==10, T == 1y, y =12z,
7z=10; z=13,y=123, x=">5%
THy=10, ar—+h=y"

244 =10—x; =12, y=2_,

Y z
r+)'+z—+—t=-=to. .1:=; y=§,

2y

Sl o~

* Comparer Diophante, I, 2.—* Comparer Diopbante, I, 3.
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y=1%, :=06r, t=12/\x;

Br=10; z=1, y=

3y z==133, t=1%.

)
“
-

(21) Un serviteur regoit comme salaire d'un mois (de 30 jours) 4o dir-
hems et une bague, la bague représentant le salaire de 5 jours; quel est le
prix (z) de la bague?

Sz =4o; r=—=_8.
(22) Sil regoit comme salaire d’'un mois 40 dirhems, une bague et un

vétement, ceux-ci représentant le salaire de 3 et de 6 jours respectivement;
quel est le prix (z) de la bague, et celui (2x) du vétement?

7x=4o; x=>5%.
z
z "3
(23) &+ 3 +——=30.
z = 20.
z
(24) shy=ro, Tl
(23) . y=1n05 y=14%, z=5%.
Y _ T, 2.
Posons y=13" disons —3;
s x
on aura :z+|=z+z, z=2.
Yy x
(26) a:+§__7+z.
Posons y=5;
z Y
on aura X xr—+ 1= +Z,.¢-=a;.
S AL S A
z
on aura §z+1==8+5, z=11

* Textuellement : « un nombre quelconque qui a un tiers. »

421°.

haHve.
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L'auteur ajoute: « et si I'on veut, on prendra le triple de chacune des deux
quantités, afin de ne pas y avoir de fractions. » On aura donc

z=35, y=n17.
x x
« T3 = I3
Posons z = 3n, disons — 3;
Y-+ Y-+ .
43r°. on aura . 2=y = Y=g
(29) T42=y—2.

Posons x égal & un nombre quelconque n et y — n+ 4. Ou bien posons y
égal a un nombre quelconque, disons y —10;

on aura 24 2=8, x=20.
(30) T 1 ==2y.
Posons T=1;

on aura y=1i
(3]) h(z— ) =y—+1.
Posons y=b;

on aura bx —b=5, x=11.

43v°, (32) 1=y, y+|=3.r.
yr=3(y—)iy=1 z=3
J__a. r__ .

(33) $+3—‘3)' ]+Z—-2-l'

e=(ailn ;=11
mais y +E== (15)y n'est pas égal & 20— (51)y;le probléme n'admet donc pas

de solution .

y__ % __ y,z
(34) TEYTITI T Y

447.  Ce probléme n'admet pas de solution **.

* Voir ci-dessus, p. 11.— ** lbidem. On a x = o ou y quelconque.
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(35) T+3=10y, y+ar1=nm
r+3=10x—20; r=12;, y=1.
(36) f—y—2, z.y—10.
Y+ =r+y=r20y=yun—i z=yn+.

L'auteur en fait la preuve ((yl=Xal) en multipliant (/21 — 1) par (y/a1 + 1),
ce qui donne, en effet, 20.

(37) z=Ahy, z.y=16. A,

hy'=16; ]:\/Z:ﬂ. z=3.

(38) Un lingot d'or, pesant 5 mithkal, contient de I'or 4 30 dirhems le
dinér, et & 25 dirhems le dinér; la valeur du lingot est de 130 dirhems;
combien d'or contient-il de chaque sorte?

Posons x le poids de T'or 4 30 dirhems; on aura

3oxr + 25(5 — x) = 120.
Mais cela devient absurde, 4 moins qu'on ne remplace 120 par 140. Alors
on aura
z == 3 mithkal, et le reste 2 mithkal.
x x x
(39) ;+§+Z=lo.
Posons ; =z
2z, & .
on aura @+ —=—+ =10, = 455 45r1°
donc §=41_‘,, §=3|_';, “Z"z,:_,_
x x x
(ll 0) 3 -+ z -+ 6 =10
Posons §= 2,
on aura 2z, + (1}) & + 2, =10, ,=12};
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xr x x
([ll) £+§+:—o=10-
Prenons un nombre divisible par 4, 9, 10, disons 180, et posons
180

=224 — 451, etc.;onaura
4 4
. 452, + 20z, + 182, =10, 7, = {3y
N T_gsu T__ o0 F_ o0
45v°. 4 e 9 e T e
Y __ T __
(l'n) z+§—,°) ]+Z_2°'
o ?
yr ey — b e ik
([‘3) z+'§+5=2o, ]+§+6=20-
15—‘%
461, y—+ +6=120; y=u1§, z=n4.

(44) D'une quantité de dattes ¢ reviennent au propriétaire et + au culti-
vateur; le maitre regoit 7 djarib 5 kafiz de plus que le cultivateur. Quelle
est la quantité totale (z) des dattes?

tz—3x=7d.+5k, 2=35d.+ a5k

lz=14d. 10k, jx=21d. 15k

(45) De 100 djarib § reviennent au propriétaire et 3 au cultivateur. Le
cultivateur en prend une certaine quantité (x), et le propriétaire le reste;
puis le cultivateur rend au propriétaire + de ce qu'il a pris, et le propriétaire
rend au cultivateur  de ce quiil a pris, aprés quoi chacun a ce qui lui est
di. Qu'est-ce que chacun avait pris d'abord?

L]

x 100 — %
s6v. Ona =—o+

5

100 —
5

. x
= 4o, ou bien 100 —z— +Z=60;

I'un et I'autre donnent =361,
Suit la preuve.

(46) Les mémes choses étant supposées, le cultivateur rend 5 djarib au
propriétaire, aprés quoi chacun a ce qui lui est dd. Combien (z) le cultiva-
teur avait il pris?

r — 3=40; x=45.
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(47) De 100 dirhems il revient 4 'un de deux hommes 30 dirhems, &
Tautre 70 dirhems. Le premier en prend une certaine quantité (x), et 'autre
1e reste; puis le premier rend un tiers de ce quil a pris, et le second un
quart de ce qu’il a pris. De la somme des deux quantités rendues, le pre-
mier prend un tiers et le second le reste. Alors chacun a ce qui lui est dd.

x 100 — 2

On aura x—§+_3—h_=3o;x=3‘l. b7

Suit la preuve.

(48) 11 reste de 1a nuit (de 12 heures) ; de ce () qui en est passé, et
1 de ce qui en reste*.

- x
On aura T =11;

donc z =28 heures.

(hg) 1 reste de la nuit + de ce qui en est passé, et + de ce (x) qui en 4qv.

reste ",

On aura 12 —r=33r; v=1213.

Suit 1a preuve. .

(50) z 4 (24 1) 4 (x4 2) =+ (2 =4 3) 4+ (¢ + 4) = So.
: z=2_8.
(51) x4+ (x4 2) + (2 + 4) +... + (x4 18) = 100. 481",
DEUXIEME SECTION.
(1) 1 +24+3+... +z=110.
4z
= 210; *=120.
2
(2) 34 5-+47+... (T termes) = a55.

(3+[(x—1).2+3]);=:55.
2 4 22 =123553 r=15.

* Comparer les épigrammes n* g et 32-35, Diophante, édit. de Bachet, p. 353 et 365-366.
—** Ibidem.
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6 (3) 1 + 3+ 3 +... =10 fois le nombre des termes.

x
(x+ :);:xox; x=19g.

([l) 1+24+3+... (xtermes)—+—

=165.
+2+4+6~+... (ztermes)

—z:—_:-—’—o- {22+ 2) ;= 165; r=o.

(5) De deux messagers partis en méme temps, le premier fait 10 para-
sanges chaque jour, le second successivement 1, 2, 3 parasanges, etc. En
combien de jours atteindra-t-il le premier?

4gr°. 1 +2+3+... +~x=—10%; £=19.

(6) Si le premier fait 1 1 parasanges chaque jour, étant parti 5 jours avant

le second, quand sera-t-il atteint par celui-ci?

z*
—:-—f=nz+55, 2 — 212+110;

Ja— 1 1
z=\/230_+ 105.

(7) Partis le méme jour, ils font, I'un successivement 1, 3, 5. .. para-
49v". sanges, l'autre 10 parasanges chaque jour. En combien de jours se rencon-
treront-ils? '

= 10x; Z=10.

(8) Les mémes choses étant supposées, mais le premier faisant successi-
vement 2, 4, 6 parasanges, on aura

L 4+z—10x; 2=04.
(9) 10+ 15+ 20 —+. .. (& termes) — 315.
50, ¥1o+(5z+5)$;=3:5; = 0.

(10) On ale mithkil 4 5, 4 7, et 4 g dirhems. On prend quelque chose
de chaque sorte, en tout 1 mithkil 4 8 dirhems. Combien a-t-on pris de

chaque sorte?

Posons ce qu'on a pris de la premiére sorte, et également ce qu'on a pris
de la seconde, = z. On aura

122491 —22)=8; z=1.
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(11) On achéte pour 20 dirhems de froment 4 2 dirhems le kafiz, et
pour 5 dirhems un certain nombre (x) de kafiz de millet 4 un prix inconnu.
En vendant le froment au prix du millet, et ie millet au prix du froment,
on gagne 5 dirhems.

10: (30 —3z) ==:5, Sov".
&+ 25 =15z; x=17}—\/31}.
(12) Un journalier recoit 10 dirhems par mois, s'il travaille; mais s'il ne
travaille pas, il est obligé de payer 6 dirhems par mois. Il a passé un mois
de sorte qu'il ne regoit ni ne doit rien. Combien (x) de jours a-t-il travaillé?

%z—_.—--:-(3o-—£); T=111.

(13) Sil recoit 4 dirhems 4 la fin du mois, combien de jours a-t-il tra-
vaillé?

lr—fh+1iB0—=z); z=18+1+41.
(14) Sil est obligé de rendre 2 dirhems, combien de jours a-t-il travaillé? 5.r".
1z+2=1(@30—=z); z=11.

(15) Trois fontaines versent de I'eau dans un réservoir; la premiére le
remplit en 1 jour, la seconde en 2, et la troisitme en 3 jours; toutes en-
semble en quel temps?

THix+ir=—1;x=3 d'un jour.
(16) Toutes ensemble combien de fois le remplissent-elles en 5 jours?
(5-+2%+12) fois”.

(17) La nourriture de 10 piéces de bétail est de 4oo par mois; de com-
bien (x) est celle pour 3 pi¢ces en 7 jours?

*x=3=.400; z=—18. 51v°

“

(18) La nourriture étant par mois cinq fois égale au nombre (x) des
piéces, celle de 5 piéces a été, en 6 jours, un quart de leur nombre.

Ve Yo o —
nT:d=(z:2; z=10.

* Résolu sans calcul, par un simple raison- insérées par Bachet A la fin du V* livre de son
nement. Comparer, relativement aux énoncés édition de Diophante, n™ 23-26, 28 et 43,
de ce probléme et du précédent, les épigrammes  p. 360-361, 363, 369. Lilavati, S g4.

6.
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(19) D'un certain nombre (x) de vétements, le premier vaut 1 dirhem,
le second 2, le troisiéme 3 dirhems, etc. La racine de leur prix total ajoutée
4 leur nombre donne 14.

Sa¢”. \/z’j_’+x=l£, '+ 392 =>579z; x=38.

(20) Un journalier recoit par mois un salaire inconnu; ayant travaillé
5 jours, il recut 13 de la racine de ce salaire.
30:x=5:(» +§)\/;:; £ =100.
(21) Un journalier regoit un certain salaire pour un certain nombre de
jours. Il a travaillé le quart de ce temps, et a recu la racine de ce salaire.
En posant le salaire 3

on aura hx = =x*; £* =16.

Quant au nombre de jours, on pourra le poser égal a tout ce qu'on veut.

(22) 5=y
Posons y=s-1,

on aura B 5=a4 25413

donc g=—2, =4
(’3) L —10=y"
Posons y—2—1,

52v". on aura 2 —10=—2"+4+1 — 2x2; z=5%‘ I’=3o:.

(26) z’+53’=3"-
Posons y=—ns,

disons = 3x;

on aura 1’+5x=91-1; x=%‘ 1"=3"—:,
(25) P,
Posons y==xz—3,"

on aura P45+ 5 =1 49— bx; z—2, 2 =15,
(26) ' — (azx +2) ="
Posons y—z—1,

on aura a2t — (2 + 3) =2+ f — hx; x=3,2 =q¢.
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(‘2 7) r—z' =y
Posons y=nx,

disons — ax;

on aura r—a= 4o z=1, =% 53r°.
(28) 4z =y x — & =2,

Résolvons d'abord ©  y, + 2=z, y,— 22 =12
En posant N=12% —+1,

on aura y, +z’ égal 4 un nombre carré, et y, — 2= 25, +1— =z =1,

posons (=1 —u,,
on obtient 2, 4+ 1 — 2=+ 1 — az;;
donc =12, ' =14, 5=05, ,'=1, z'=4;
puis on aura =1, a?=1L
(29) Z+y=10, 204+2=12% jo—y=10"".
Posons r=uz"— 20, y =30 —ux,’,
on aura 20+ 2 =1

Il faut choisir ¢t de sorte quon obtienne x> 10 et z'—20< 10, ou 53v.
4% <z, < 51" en conséquence, posons t— z, — 11; ON aura

z,' 4+ 20= 2"+ 121 — 222,,

7= b1 2= (1) — 20, y = 10— | (433" — 20].
(50) 10—a'=y" 30— r*=17:"
Posons = 10 — 7,
on aura 20 4 x,' =12*;

prenons z de telle sorte qu'il résulte s* < 10, disons z —z,+ 3; on aura

20 + z,' = z,’ + b6z, +

,

©

11 ___ 12, — 2
=10 g'={; @'=

36 °

l

* Ensubstituant, dans la derni®re de ces trois sous laquelle je I'ai placé p. 12, n* 2. On voit
équations, la valeur de y tirée de la premire, que la nouvelle variable x, introduite par I'an-
ona teur n'est autre chose que z.

0+r=172 fo+z=1} * Cela équivaut d 20} << z,* << 304 au lien
ainsi, le probléme est réellement de la forme de 20 << 7, << 3o.
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(31) z410=yp, s+15=17\
Ona r—+5=1y
54¢. prenons z de telle sorte quon obtienne y* > 10, disons z: —y -+ 2; on aura
r+5=r+Q0r+i

]=3+%+%1 f=l|.t.nl; "'=:_:%'

(32) Phr=y, z—2=—2
Résolvons n—+=x =1z’ y—ax'=1"
En posant n=z41,

on aura 4y, +,* égal 4 un nombre carré,

et Nn—al=z+1—z'=1t%
posons =z —1;
on obtient z =1}, z,’; 2}, n=r1.
Enfin on aura z=;—i=;’:, 2 =35,
(33) 105 — 2ty
On posera y=naz.
3 10 __.
( i) 2-+/3 *
54 v°. 10 — 2¢=\/3¢’, ' 4+ 100 = fjor; x = 20——\[3?5.
(35) z(m—f—\/g)-——- 10z ",
2= 10—\/E.
(36) V57 .y3E 4 20—,

z=\/3+i+1+\23+1+1

(37) \/?;.\/E+5m+zo=.r"“.
z=(2} +V/3) +\ 29} + V7.
* Comparer Libri, Hist. des sciences math. en ** Comp. ibid. p. 406, 1. 17.

Italie, t. II, p. 403,1. 19. ** Comp, ibid. p. 407, 1. 20.
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(38) (z+ 5)\/§=x. : 55r°.
On obtient 115 + 52* + 505 =2*, ce qui est impossible ; mais si le second

membre de I'équation proposée était 3z, on aurait 42*= 125+ 50z, ce qu'on
résout selon la regle.

(39) £ +y=0, ]’—\/§.x=ho'.
On aura 60 —+ 2* = 202 —+ \/87, 55v°,

ce qu'on résout selon la régle.

(llO) £ —y=3, Vz.0z=py"",

\/xoz’-%— 102 =25 +a% = (5 +\/2]) + /2] +\/2b0, y =2 — 5.

(41) (Vo 22+ 2)z=30"".
22 +\/22" = 3o;
multiplions par /I, on aura
@* +\/1.z=\/l450, 56r°.
ce qu'on résout selon la régle.
(42) @ = ho—+\/2z",
z=\/kol +/1.
(43) s=(+r  sy+zt+y=6a
(13)2" + (25) o =63, 2"+ (1 4+ + ()&= 163

z=\/47‘7}—%=6, y=2_.

(hh) @ +y=10, xy=~ha+5.
2+ 5 = bz; z=3+\/9—5=5,]=5, 56 v°
(45) o=, ymamon

Je—ar=14; =12, y=0.

* Comparer Libri, t. II, p. 411,113, ** Comp. ibid. p. 420, 1. 18.
** Comp. ibid. p. 414, 1.15. **** Comparer Diophante, I, 4.
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(.’16) z—+ 30=3(z+ 10)".

On obtient z + 20 =3z + 30, ce qui est impossible ; maissi, dans1'équation
proposée, on change 20 dans 40, on aura z=35.

S57r. ([]7) 20 —zr=4f10—ux)".
r==63.
(118) -+ 30 =10 —z) "™
x=A4.
(4g) z—+ y=1o0, ;;‘7,——-\/:)“".

l::‘::’:.=\/;. \/ 1000 + z* = 102 +\/ 4os*;
57v°. z=(5+\/_|;)—\/ﬁ.

(50) T4y 2t =2", Ty +y=0""
Posons y=z—+1,

on aura T4y 2= (z+1)"

Il reste 4 résoudre T4 (@) (w1 =1,

ou &b+ 2 =1

posons te=x— 2,

on aura B+ bz r=2"+h4—bzx; =1, y=11.

TROISIEME SECTION.

(I) a.:_'_y____z:' f+z=t""“'.

Posons y=1241,

on aura 2+ (ax 4+ 1) = (z+ 1)
* Comparer Diophante, I, 8. **** Comparer Libri, t. II, p. 408, 1. 31.
** Comp. ibid. I, 9. ***** Comparer Diophante, II, 123.

*** Comp. ibid. I, 10. ***** Comp. ibid. II, 21.
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I reste & résoudre  (sw—+ 1) +r==4a*+ 52+ 1=1;

posons t=—3x— 2,
donc 42 + 5z + 1 = 42 + 4 — 8z;
e=d =i
(2) L Be—y=2, YP—z=t"
POSODS. =z, y=122,+1;
on aura

2 —y =z

11 reste A résoudre (iz, + 1) — (&, 4 1) = 42" + 3z, = £;

posons t =3z,
donc bz + 3z, = g2}, T, =13;
z=i, y=14.
(3) 2y =1

En posant y=s+31x+41,

on aura a résoudre 22° - 3% -1 = 2%}

posons z==2%— 1,
donc 2 - 2T 41 = 4P — hT, =3
=9, y*==16.
([I) 4yt =21, Ty =", yY4z=r.
Posons =gz}, y'=162";
on aura 92 + bx, = ¢, 162, 4 3z, = v*;
V' — =72, — 2, = (77, — 1) %,
,,2=((7‘”_'__’_'L'tﬁ)' ou 16z, + 3z, = 162 + 1 — 45,3
dOIlC .zlr_—.%; m=-"—.,]==’#.

* Comparer Diophante, 1I, 23.

89

58r°,

58ve.
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(5) z41=1(y—1), y+21=3(z—12), z4+3=04(v—3), v+ h=>5z— 4).

+31=3(z—1), z=1x+3%;

x
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(7) z-+4y=n0, z4t=10, y=1t, z=4hz".
y=10—z, t=10—4x; 10—z=120—8z; z=13; 60 v°.

y=28%, z=5%, t=42

(8) Z—4y=10, 4y =158".

4231 =—102; x=5H %+ a.

L'une des deux parties sera 7, T'autre 3.

(9) . z+y=|°, ]’—I’=io“'.

100 — 20z =40; =3, y=1.

L Ll
(10) THy=10 ;+£=’% 611"
On sai (g f) ab e a® o b1,
n sait que et ;
donc 2+ (o—z)=z.(10—zx).23,

M+ 2=102; =05+ 1.
L'une des deux parties sera 6, l'autre 4.

Avutre MéTHODE. Comme on a 3

|l

=1 """, on pourra poser
31+]1=9%a T =1,
et I'on aura Z(ag—z)=1, &'+ 1=12iz, s,=12* %; 61"

I'un des deux nombres cherchés sera 14 et 'autre 3.

Il reste & résoudre z+y=1o0, ;=l%0u§=§;

on aura 10—y=[1l)y O 10—y=1y,

donc y=14 ou y=6.
* Comparer Diophante, 1, 12. — Libri, t. II, p. 369, 1. 5.—Diophante, I,
** Comparer Mohammed Ben Moti¢a, éd. de 3a.

Rosen, p. 3g.— Libri, Hist. des sciences ma- **** Comparer Mohammed Ben Moigd, p. 44.

thématiques en Italic, t. U1, p. 368, 1. 9.—Dio-  —Libri, t. Il, p. 369, 1. 27.

phante, I, 3s. ***** Voir lapartie théorique, ch. x1, fol. 25 r°.

*** Comparer Mobammed Ben Movi¢é, p. 42. ****** Voir thid.
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TroisitMe METHODE. Posons =5+, y =5 —=;

on aura B+z)l4+6—2z)=(+a2)05—a1)2i,
ou 50 + 22 =54} — (21) =},
ou (A':‘)II’=A‘:" =1, 3 =1;

=6, y=A.
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63v°.

93
(12) ay=ro, Ta=syn
'o_z+x=5%, 10+ 2" =63x;
‘ =R 4 {=4, y=06.
(13) swy=io,  (fs)e=iton
) z *
10—z
( p +lo—z)m=3o, ' + 20 = gx;
(14) sy=r0,  Loy=y™
100 + a* — 202
___;__=9, * 4 100 == 29gr;
x=1b1—10-=h')’=6
(15) T4y =10, (ﬁ) =y
100 + &' — 202 ' g1 T— 6
——————— =9, 100-+a'=197; z=4, y==6. 64r1°,
6 v Z . o1 Weee
(16) z+y=10, L(y—=)=21""
'o:w(no—-zz)=‘2d. 2"+ 50 = 2177;
!L‘=|3:1"'—|l%="" 34=8-
(1 ) T—4y=10 -Z+|o == 1132.
7 J ) T Y
(lo:z+10)('0—x)=|la, 2+ (3 =13 6iv®.

r=12, y=_8.

* Comparer Libri, t. II, p. 388, 1. 30. *** Comp. ibid. p. 3go, 1. 7.
** Comp. ibid. p. 389, 1. 17.

“** Comp. ibid. p. 386, 1. 3.
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(18) T+y=10, ('£+ xo) G+1o)=nl;3;'.

65r°. (lo—x+ IO) (
z 10 —

.‘L‘=5ﬂ:3.

~+ IO) = |A3%,.z’+ 16 = 10x;

L'une des deux parties sera a2, l'autre 8.

(1) z+y=10, (1o+£) (.o__“_;) 1071,

10 — &
65v°. (10—0— ) (IO—
z

x=17—13 =4, y=6.

).——_— 1073, 2+ 120 = 34x;

10 — 2

(20) z+y—|oo. z 4 1=100, v +w=100, x=23t, z=13w, v=>_y
66r°. y=r100—3t, v=zioo—u¢
w=—12t— 300, z=24t— 600;
100 — t =24t — 600, t=128;

2=172, x=—284, y=16, v==064, w=36.

(a1) 3z 4+ \/F—3a 14",

r’+_2ltf=(1o%)x. z=5L—1%L=14.
z* v
66 v°. (22) : ( -—3) x=2 .
On sait que (a—f) (1})=ga;
q 3 N 2 '
on aura donc 11 =23z, conséquemment z*=1; s =1
(23) 3+ 2 \/m’—3z=w‘“‘“‘.

#* —3r=1\/2" — 3z, conséquemment z*— 3z=4;

=16,
* Comparer Libri, t. II, p. 382, 1. 4. ***** Comp. ibid. p. 391, 1. 6.—Mohammed
¢ ** Comp. ibid. p. 383, 1. 7. Ben Moiga, p. 65.
*** Comparer Diophante, I, 13. ****** Comparer Libri, t. II, p. 392-394.

** Comparer Libri, t. IT, p. 392-394.



EXTRAIT DU FAKHRI{. 95

(2[[) %y = 120, y +z:=13o0, z4-x=14ho".

Posons Ty 4+r=m;

on aura (2, — 20) 4+ (2, — 30) + (%, — 40) = x,, 7, = 45;

z=—125, =15, y=>5.
(25) 2+y+z=30, y+z24+t=45, z4t4z=40, t4F-4+y=35"

Posons Ty 4zl =a;

on aura (®, — 30) + (=, — 45) + (%, — 40) 4 (¢, — 35) = x,, x, = bo; 671"

t=120, =25, y=10, z=15.

L’auteur ajoute: «ll faut que la somme des quantités mentionnées dans
Yénoncé, divisée par le nombre des nombres cherchés moins un, soit plus

grande que chacune de ces quantités; sinon, le probléme est impossible. »
Par exemple, le probléme

T+y—+z=120,y+ z+t=230, [z4+t+2=140,] t+2+y=>50
n’admettrait pas de solution, parce qu'on aurait

zo+3:tfo+50=‘6;<so.

L'auteur explique aussi qu'au moyen du procédé suivi dans la solution de
ce probléme, on peut deviner un nom, imaginé par une autre personne, en
se faisant donner d'abord le nombre de lettres dont ce nom est composé,
puis les sommes des valeurs numériques de toutes les lettres moins une, en 67v.
en omettant successivement toujours une autre. Suit un exemple dans lequel

il s'agit de deviner le nom yix=-.

~+ z z <+
(26) z+‘y3 =2o,y[+ l‘z:no, z]+w=, .

5 o . 68r°.
On a y+z=60—3z, by +z=—80—u=x;

donc 3y — 120 +12, ou y=62+1a

ce qui, retranché de 60 — 3z, donne : — 53! — 3:x.

Comparer Diophante, I, 16.—** Comp. ibid. I, 17.—"*** Comp. ibid. 1, 27.
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Puis on a 100 —x =5z 4y, 60 —3z=y 4 z;
donc 4o + 22 =42,
x
ou 10+;=z~_—53%—3§z;

z=10%, y=13%, z=154.

L'auteur ajoute : Si les seconds membres des équations proposées ne sont
pas donnés, on peut leur assigner une valeur arbitraire, et I'on procédera
ensuite comme auparavant; on peut aussi leur donner une valeur inconnue
et poser z+-z égal & /i, parce qu'on doit prendre le quart de cette somme,

68v°. ou bien, égal & un autre nombre quelconque. En s'arrétant a la supposition

z4-z=14, ON aura
z+z_;y=y+l, ou by+5=z+45z2;

mais b=z z,

donc by4+1=4hz, OU z=y+};

conséquemment r=f—(y4+) =03+ 14+ —y;

. ‘ y+z
mais x+—3—-—=y+|,
donc B+i+i—ly=y+1, 0u y=ai=14,
z=-"—’, z=%,

Puis 'auteur ajoute que y—17, z =19, = =3 satisferont aussi aux équations
proposées*.

Mais si I'on avait [en place de z +-:—4] la condition

x+'-7——;_£+(x+y+z)=50,
on substituerait, dans le premier membre, les valeurs 13, 17, 19, ce
69r*. qui donne 74; puis, en multipliant 13, 17, 19 par 1§, on obtiendra des

valeurs de z, y, z qui satisferont 4 la nouvelle supposition «s'il plait &
Dieu. »

* A savoir, en changeant aussi la supposition x + : = 4 dans z + z = 32.
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x+_y-+-z+t_f +.1:+z+t__£
(27) 3 _8' Y 4 '-8’
T4+y—+t n T~y 4z n.
—_—— =,  t T E N
TS 8 % 8
Posons Tz t—4,
n
-On aura . Y-+ =§;
: 4y 4z
donc t+——‘g—=]+1‘.
z
ou t+ 3 z=%.7+l» ou Sy —+ 6=z z+ 6t;
mais b=z 4z,
dOl’]C 5y+2=5t, t=‘7+§,
A Tyt
On a de méme z++=y+.;
x t
donc o ——=3{y+1 0u by +5 =z 4t 4 5z;
mais b—2 4 t4-z,
donc by+1=thz, 2=y 1L
. +z4t
Puis on a o4 3 —y 41
z 4t
donc z 3 =3iy—+1, ou 2y 43 =3x 4z 69 v°,
mais A=+ 241,
'dOnc 2y — 1 = 2z, z=y—-:-,
Onadonc . .’t=y——:, z=y+%, l=‘y+%;
L
conséquemment b=3y + £+,
ou y=1ua

-

7
0

t =— 101

£ ===

2 =

Y
e

il

Posons ensuite z— 4, y=17 =93, t=101. Ces valeurs satisferont au

.

* Comparer Diophante, I, 28.
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probléme, et T'on aura g——— 137. Si [au lieu de 2 4-z4-t=4 ou =140] on
avait demandé que

gretry4+i+ t= 30,

on formerait §+x ~+y+:~+t=1454, puis on multiplierait les valeurs 47,

77, etc. par 2%, les nouvelles valeurs ainsi obtenues satisferont également

au probléme.

701 (28) (% +3)5 — (3 4+ 5)2 =— (3 4~ 5)z — (5 +2)3 °.
z=34i+1
Suit 1a preuve.

(29) T4+y=—z2+4120, y—4z=2z-+ 3o, t4-T=y 4o
Posons Ty +z=nz,
disons =1a;
70v°. on aura T4 y—+z2=12z+4 20, OU & —10=2;
et de méme x—15=zx, x,—20=y;
donc 3z, — 45 = 2x,, x,=Ab;

z =230, y=15, 2=135.

(30) Ty 4z =1t 20, y+z+t=zx+43o0,

en

z+t+x=y+bo, t-2 4y =2z~ 50

Posons Ty 4z~ t=nx,
disons = az,;
7:11° On aura &Hm—10=t, x5, —15=2z, 5, —20=y, 5 — 20 =123
donc 4z, — 70 = ax,, x, = 35;

z=10, y=15, =10, t=125.

* Comparer Diophante, I, 43, premier cas. —** Comparer ibid. I, 18.— " Comparer ibid.
I, 20.
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(3!) Z —+y —+ =100, x+_y=_—3,’ .7+l=‘6$'.
On a bz =100,
donc 2= 15,
conséquemment y=15—uaz;
mais ¥+ 25 =4z,
donc 100 — z = Az; =120, y = 55. 71 ¥
— z —, .z . P
(32) s=y+3. y=:it+3, :—6-+]
Posons 2 =6+ 1,;
on aura y=3=,
donc z=(33)z, 4 12;
mais y=z+§. .
donc 3z, = (2})@, + 62,
ou 2, =171
z=13;-,'y——n%, =27
Y —zy-E.
(33) yHz=zHy=a+;
Posons y=4h;
on aura d+§=z+n, ou z=3+4- _
1
D'un autre c6té on a =+ ou (l+;)z+§=ls+f; ‘
5 3
donc : =31,y 30
T J_ Z o
(34) : +3=irHy=is+;
Posons y=Ah;
on aura 3+;=§z+|, ou z=3%+(%+%)@
Mais aussi §x+§ ou ((4+i)z+i=347%;
donc z=6, z=5. s

* Comparer Diopbante, I. 22.—"* Comparer ibid. I, 34.—** Comparer ibid, I, 25,

7-
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(35) frrit=lrrle=tirly=tit+ie”
Posons == ‘

en procédant comme dans le probléme précédent, on aura

i=ai+(+i)m t=3+ (1 +3F)=,

et puis ittt ou (§+',i)z+g=3+§;
donc s
y=% s=5 =4
(36) Fy=9".
9—o=y%
posons y=1z—3;
donc g—a'=ba' 4 g —127, z=12};

£2=51, =321

(3 7) ' +y'=o0,

a résoudre par deux nombres carrés autres que 1, g ***
Posons ezt ~4-ax, 41,

done 9 — &' — 2z, =y

posons y=23x,—3;

on aura 9-——x,‘—2.r.=9:¢,"+9——18£.. z, ==13

2 =042, =38

(38) [,
Posons Y= 2z 41,
done ' he-araen, Te—13
v—=4, y'—=g.
* Comparer Diophante, I, 26. *** Comparer ibid. 1I, 10.

** Comparer ibid, I1, 8. **** Comparer ibid. II, 11.



EXTRAIT DU FAKHRI. 101
(39) . B -z=10, =0\

Posons z— 1z +1, et y* égal & un carré quelconque, tel que (z+1)'; on
aura a résoudre

2+ hx + 2 =o'

pOSOns V=—x— 3;
il suit Prbr+ra=24+4—bhx,2=1; 73V,
1 1
F=23, Y=1+4+1+% z=1!
(['0) z43=y, T4+ 5=2""
On a d—y=a1=4.5
41 \
on Pose ZzZ == 2 =2I'
1 1
done A5+ s=1 Y =(+i+dn
(lll) 5—z=9y" d—z=2",
On a y—=a31=12.1;
it a4
on posera, 5oi y=—0—"
donc 5—a=(2), z==12%;
V soit Z=’_lv
2
donc 3—a=(l),
ce qui donne également z=131+1+1%
(lm) z—D5=y, z—g=12"" 761
On a y—r=h=4.1;
it _b+1
on posera, soi y=—"
donc x-—5=6%, z=||%;

* Comparer Diophante, 11, 12.—* Comparer ibid. II, 13.— *** Comparer ibid. II, 14.
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. §—
soit = 1

donc T—g=023i r=u1u11

L'auteur fait observer qu'on a résolu ces trois derniers problémes par la
methode de I'egalité double (5Ll #1ylell ). Mais si Fon veut, on résoudra
le probléme actuel © par la methode de Tistikrd (s))iza¥l 32yhs ). On po-
sera, pour cet effet

t=t,’+s.

et 'on aura r—3—r x—g=x'— =21
on posera z=—x,—1,
et l'on obtient 5 i n - — s
donc n=si, r=ui
(.’13) £ 4y =20, r4t==8, y4+2=o"

Choisissons deux nombres tels que la somme de leurs carrés soit plus
petite que 20; disons 2 et 3.

74v". On posera =(z4a) =24 {4 §z, =4 + &3
= (z43P="4+9g+ 6z, y=09 + 6:;
4z 4 §) 4+ 6: +q) =20, =733

=063}, y=13}, =

(/lll) &+ y=- 20, P —x =, Pyt
POSO[IS =z 4 tr, 4+ §, ‘=i‘|+‘s]=2-ﬁ+3;
on aura Pz xSy = (g 1)

T 4y = 6x, + 7 =120;
done z, =2k

2
=125, y=7

it

* Etde meme les deux pn‘c(nlent&;compﬂrer ** Comparer Diophante, 11, 15.
les problemies ag et 31 de la deuxitme section. *** Comparer ibid. 11, 16,
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(115) y =23z, 9+z=72", g+y=="
Posons £ ==z, + 62, y= 32"+ 182,
©n aura = (g, + 3)" 32+ 18z, +g=1";
posons t=3z —3;
on aura 3z, + 18z, + 9 = 9z," + 9 — 182, &, = 6;

r=112, y=216.

([.6) Z4y—+z4t=10, x+§=y+‘§=z+z=l+
Posons T = 33,;
on aura 35, —y+L d = (a1} g,
1=y~+73> donc y (3ag)®s
z
3o,=z+ o donc z={a})=;
t
35,=t+5. donc t=(1})a.
En ajoutant, on obtient (g%)z, = 10, 5, =24
s=hd, y =it e= 5, (= 5%y,
(47) T4y4z4t=120, 2w=23y=4hz=0"5¢
=0 & L h D,
Posons =, y=g.r= . t=7%
on aura Dz, =120, x, =13 . .
=120, y="43, :="57, t="57.
(48) s4y4r=—20, =ly=i=
Posons =1z, y==[(13)2, z={(1])2;
on aura (h—l—%—f—%):ﬁ:go' xl=!:7°;
PR TR T )

* Comparer Diophante, II, 17.

S~
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(’39) Z -4y +z2=10, tx=13y=1"_2
Posons r=in, y=(i)n, r—in;
on aura (2424 1t)z,=120, z,=2;
=5, y=%, =%
(d0) Fyy==n, I4f—n

76v.  Posons y:-- z+ 2 eta égal 4 un nombre donné quelconque, disons = —10;
on aura 22 4+ 4+ 4 =100, s=—1+ /1 +48 =6, y=38.

Le reste du probléme consiste 4 diviser 100 en deux nombres carrés autres
que 36, 64, probléme discuté antérieurement *.

QUATRIEME SECTION.

(l) Ty =17, THy+y ==
Posons y==z+1

on aura ?=(z+1) et P+ hr4a21=0

posons t=z—1,

done D hr2 =24+ b —br; a=1}, y=11
(ﬁ) z’—(a;+y)=z’. y—(lz+y)=0""
Posons y==z4;

on aura =2

et T — 3 — ) == 2%

7, 1)()9()(15 2= —12,
done M — AT =) =0 § — ha; z=12, y=13}.

* Voir lo probleme 39 de cotte soction. —** Comparer probieme 50 de Ja deuxiéme section, et
Diophante 11, 23.—*** Comparer Diophante I, 24.
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(3) (e+y)+a=2s  (s4pf+y=>"
Posons (z+y) =21 =237 y—28z"
donc nz=gz,, OU z,=—->;
‘”='T:_’ Y=nmr
(4) (e+yP—o=2  (s4+y)—y=0t"
Posons (4 y)' = 9o}, #=>5x7, y =8z}
donc 130, =3z, 2, =3, o'=1%;
T=1i% Y =rew
(5) T.y+a=12, z.y4+y==0,  z4t=06""
Posons y=hz—1;
on aura =42, z= 2z, t=6 — az;
donc Az 4 3z — 1 — 42* + 36 — 34z
e=5, y="4%
(6) z.y—z=12, z.y—y="=, z4t=>5"",
Posons y=t4z+ 13
on aura 2—=42, =2z, t=">5— 2z;
donc Az — 3z — 1 = ha* + 25 — 20%;
z=1 y="149
(7) By y=r1, Dyt=0"

Posons y? égal 4 un nombre carré quelconque, disons == 1; on aura

41 =2
pOSOIlS 2=—x— 12, ,
donc x’+‘=-”’+5—5-‘¢;-¢:=:,z’=l’—., z:=:_:.

Mais maintenant il faudrait encore que (% .1) + % fit un nombre carré, ce

* Comparer Diophante, II, 25. **** Comparer ibid. 1I, 28.
** Comparer ibid. II, 26. **** Comparer ibid. II, 29.
** Comparer ibid. II, 27.

77V
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qui n'est pas le cas. Recommengons donc la solution et posons

y=ria
donc SN =1
ou 9r' +-g=12'";
posons ' =3z —4,
on aura 92! +9=098"+16 —a2hz; x=71, =%
(8) Py —yp=2, Py—a=—10"
Posons Y=,
on aura ' — 1 =2
posons z=—z—21,
donc e =2+ 4 —hz; 00 z=11}, =5}, =7

Mais maintenant il faudrait encore que (2:.:) — 2 fiit un nombre carré, ce
qu 16 16
qui n'est pas le cas. Recommengons donc la solution et posons

donc P RN [

divisons tout cela par 1 % qui est un nombre carré; on aura A résoudre

16

r— =12
posons z2=x—4;
on aura 2 —1=2" 416 — 8z,
ou N
(9) z.y+(z+y)=2, x.y—(z4+y)=0"

Résolvons d’abord z,+y, =z, z —y =1, ce qui est facile, parce qu'on

1 Reh

a toujours (a*+b*) == 2ab égal & un nombre carré***. Prenons donc z, — 13,

=112

Ensuite posons y=13z, 2y =132
on aura 2*= abz*, ' = 12",
et v =122 z =1, y=2.
* Comparer Diophante, II, 3o. ** L'auteur désigne ici la quantité 2ab par

** Comparer ibid. II, 3a. I'expression ULo-o-hl: .
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(10)  s4y=2 ay+(s+y)=t z.y—(z4y)=0"

Résolvons d'abord B4y =1t} 5 —y =05
cherchons, pour cet effet, deux nombres «, @ tels que 2«p—5*; prenons
a=—14 ’ ﬁ": 25

(@4 F)+y'=(a+f) t =8

on aura z, =20, y,'=16.

(a4 ) — 9" = (a — B)", 0, = 1]

Ensuite posons = — £, y — 10¢, de sorte que sy — 108'; et déterminons & de
telle sorte que =4y =168

on aura donc - 128=168, E=1;v=¢, y=2
(l l) -y =1, Y +z="1, A r=uw"
Posons y=13x—1;

on aura = (x+1),

et . r=hiz+hz 41

posons =4z +3;

on aura v = (az + 2)?,

et 162 + 352 + 9 =w';

posons w=—hlx —4;

donc |6x’+:5a:+g=\16x’+ 16 — 32z -

T=g5 y=1i z=757

(I2) & —y=0 y—z=1’ 2z =w'"
Posons T=x, 41, y=122 —+ 13

on aura L —y =z},

et Y =4z 4 hay 1,

posons C g hay 13

on aura Yy —z=(ax)’

et 162 ++ 77, —v*;

posons w=5z,;

donc 1622 4 73, == 252°%, OU x,=1;

T

* Comparer Diophaute, 1I, 32.—** Comparer ibid. Il, 33.—*** Comparer whd, I, 34.

8or°.

8ov°.
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(13) (z4y+2)+a=0,
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(z4+y—+z2)+y =2,

(z4+y—4+z)+22=0w"".

Résolvons d'abord e + g =&, e+ 9* =1, a4 =29"

Prenons, pour cet effet, un nombre divisible en deux facteurs de trois

maniéres différentes, par exemple 12 —=4.3=6.23=113.1.

o\
On sait que si a=m.n, a-+ (m—,—"> est un nombre carré;

on obtient donc

12+ (3= (34"
12 4 2° =47,

13 (50 = (63

Maintenant posons « = iz, y=12,, z=(51)a,, 24y +z2=112

donc

(l[l) 2— (ry42)=1,

On sait que si a=m . n, (

(16)

8z, =113z}, x,=1;
J— =1 u—
T=g, y=13, 2=233.

y—(z+y+z)="2,

m—4-n

B2 — =)
h* — 13 = 2%,

(63) —12=(53)"

1
1hy =122, o, =3;

=3 — 1) =121
T=1 Y=1 2= 13

I—]:s’

\/10::’——-.1:’4—25——10.1;

x=(5+\/ﬂ_%)+\/:§+\/;_5_6.

(\/2_.1::-0— z)x=3o.

\/.1: . (10z) = y* ™.

22— (xy+z)=w"".

) — a est un nombre carré, et I'on obtient

r=(3})z, y =iz, z=(6';.)x|, T+ y—+z=122}

\/2_.z‘+ 22 = 3o, OU 2’+\/2—;’=\/Z§3;

* Comparer Diophante, II, 35.

** Comparer ibid. II, 36.

s=\/i + Vo — 1

*** Comparer le probiéme 40 de la deuxitme

section.—Libri, vol. II, p. 414, 1. 15.
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(r7) X :v§+\/§+\/§.__—-_z".

e Vi+VE

(18) 2\,;’4-\/’;—0- %':10".
20

TaavievE

19 (e =ie

Posons z ==z}
on aura hrt 4+ 4z = jx}, OU I’ =141+ 1, .«z.=v; —15
z=3(v2i—3f
{20) . (£4+17)/3z = 102"
2
Posons z—3'=x;
on aura 1z + jr,=(3%)z? ou z’+ 21z, =10z}, r,=5—2=3; 82v°.
r=3.
(21) y=3z, (y4+vy)(z4+yz)= 10"

(3::—1—\/:'5—::) (a:+\/;:)=3z’+\/§;’~+\/9?+\/§;=3ox,
ou, en divisant par &, 3z /3 4\/9z +\/3z = 30;

done (/& + V32 = (30 — 32 + V31 )"

ou : mz+\/|08x‘=go3+9.1:’—0—\/108.1:’——180x—\/7()—8;;1,
ou 1922 = 9" +- 903 —\/ 10800, 83r°.

ce qu'on résout selon la régle.

* Comparer Libri, Hist. des sciences math. ** Comparer ibid. p. 446, 1. 14.
vol. II, p. 842, 1. 3. *** Comparer ibid. p. 447, 1. 26.
** Comparer ibid. p. 443, 1. 1. "™ Comparer ibid. p. 448, 1. 16.
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(22) x+\/;+\/;+ x*=—10".
(Vz4+2z) = (10 — jx+ /524>
3:+\/8_z’=|oo+6z'+\/zor‘—zoz—\/zoooz‘.

ou :3z+\/3oooz‘+\/8:’=|oo+6t'+\/:ox'.

Pour réduire le nombre des carrés, on multiplie par ; —\?, ce quidonne
2437 — VBT =@ — V(b + 1+ 1)

+V(2811)2* — (12})x

+VEDF—Vid

837" =VEBDNF+ViEDF — Vo + 1+ )2 — (31— Vie

On a donc ramené le probléme 4 une équation de la forme = +a=bs
qu'on résout selon la régle.

(23) -yt =12, T.z2=9", r.y=10".
10 100
Ona y== ==
donc 2 100 10000

z L2
en multipliant par 2°***, on obtient

10000 = 1002* + #*, z* —\/12500 — 50;

e—VVvites —s0.

(24) z+y=10, z——z\/:-c=_y+:\/_;““.
Posons T=542z,y=5—umz;
84r°. ON aura 542, —2\b+z=5—z+12\5—a,
ou 23, —\/20 + 42, +\/20 — 42,3
donc 42 — ho +\/1600 — Bz,
* Comparer Libri, Hist. des sciences math. *** L'auteur multiplie d'abord par 2*, et en-
vol. I1, p. 449, 1. 31. suite par x*.

** Comparer ibid. p. 451, 1. 3. *** Comparer Libri, vol. II, p. 461, 1. 14.
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et conséquemment 1600 — 64z, = (ix," — 40} = 16x,* + 1600 — 3202,

256
ou 25687 =165, 5=\ /=& =4
x=g, y=1.
10 10\* .
(25) r+y=10, (—+_) —=10".
z b
Posons z=5415, y=>5—az;

on aura (5+x) (5—=x)V320 OU V12500 + 202,'— 10007, — 100,

a a
parce que (m+3)-(3¢—-bl b= 84v°,
donc 10000 = 12500 + 20z, —10007,*,
ou 207, + 2500 = 1000z,*, OU x,* + 125 = 50z,?,

z,' =25 — /500, z, =\/25 _\/%6.

(26) Z—+4y=1o0, (ﬁ—i—ﬁ) =18o.
z
t 3 2
On a (3—0.4..3_(:) =9.(2+-l—e) = 180;
z y z y
donc ('?o—»']—o) = 20,

ce qu'on vient de résoudre.

(27) T 42 =zt z—=0"
| Résolvons d’abord NATi=z? y,—ai=1t2 .
Posons =123 13 851°
on aura 2=z, + 1)},
et 2%, 41 — 2 =%
posons =1 —ux,;
on aura 2%, 1 — & =1 2, — ax,,
donc zy =12, '=4, y,=>5. :

* Comparer Libri, vol. II, p. 475,1. 16, —* Compqrer le probléme 28 de la deuxidme section.
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Puis on aura 2=

,.‘D'==

L'auteur fait observer que la méthode qu'on vient d'employer est dune
grande utilité dans la résolution des probl¢mes de la forme +* +mr— -,

2 -—nx— %

(28) z* 4= 22 == 21, 2t — 3z =12\

Résolvons d'abord ! 4+ 2y, = z,}, ' — 3y, =1t"

Posons J = 1%, + 2;
on aura (24 2) =121
ot 2} — 6z, — 6=1";
posons f, =2, — 4;
on aura 2 -6z, — 6 =g+ 16— 8x,,
Rhv*, ot 2 =11,
done a—a1m1, yy=14;
puis on aura =185 é
('19) a4~y -a0, T 4 20 == 12}, ho —y=1'".
Ona z-=2'— a0;
done y—=30—2,
at =10 =422

Prenons t de sorte qu'on obtienne #* > 20 et 2* — 20 <<10;

posons done t—z 413
on aura 10 =2t — 2 4= 97 4= 1, z=4%;
R N X R o T e N

(3()) b=y, g—x=172"

On résout y* -+:*- 13 par deux nombres carrés autres que g, 4. Puis
ou rotranche 4 du plus grand des deux carrés trouvés, le reste sera x.

* Comparer le prohldme 29 de fa deuxidme section.
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(31) r+10=y" X4 20=—12"".
On a Y +i0=—=2:%
posons t=y-+1;
on aura y4+ro=y's+2y+1; y=143, y¥=120{, =101
(32) 1wz —8—r =y 861",

L'auteur fait d'abord observer que le probléme n'aura de solution qu'au-

tant que (?) — 8 peut étre divisé en deux nombres carrés. Dans I'exemple
actuel, on a 17=16 4.

Posons 2+ 16 =100 — 8,
ou z* 4 1=—102 — 8;
Oon aura z=6 ou =4,

[ou de T'autre c6té z =g, 1 ].

(33) 260 — 63 — o' —y*.
Divisons ((—:)’—o— 260 en deux carrés; ona 269 — 10"+ 13
Posons 100+ 2* — 260 — 6z,
ou 169 + 2* = 260 — 6z
donc : z=10, OU z=1.
(311) L=y, - =1z
Posons y=\a+1—1
on aura Pz =241t — [P, 86+
ou 1tz —\ 1 5 =3
(35) I —
Ona @ — 5+\/;"———_5 = z%
posons S 1=z —

* Comparer le probliéme 31 de la deuxi®me section.
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donc @ — 54\ —b=a+1—2, OU /& —b=>5}—ug;
conséquemment @ —5=(2741+})+2 —10lz;
z=31L
(36) P dor—y, P (Ss—a)—i
Posons i=\F+3z+1—3
on aura 2+ 3z + 1o~\/3_6a?——Q-W=z‘ -+ 2 — 3=,
donc 362* + 36 4+ 1082 = (6 -+ 8)* — 36a* +- 64 - g6z,
ou 122 =128, x=121.
(37) 21 —x)=y, —(1—a)=2"
Posons y=1—\a rz—1,
donc @1 —s=a 4z —\he + bz — &;

conséquemment  4z* + 4z — 4 = (1z —1)' = 42* + 1 — fa;

r=

elo

(38) (i —2)=y, &—@—a)=2

Posons y=14+\o+z -3,

conséquemment z*+1 —z=2'+2 — 3 +\/4s* + Az — 13;

donc Ao 4 bz — 12 = (4 — 22)' = ha* + 16 — 16x;
r=11
(39) LAz 4=y, 2+ 2z + 3 =2
Posons t=1\@rz+1,
conséquemment z' 417+ 2=2"4+z2+ 114 \/2 2413
2
donc Ptz = (o 2P = (e (3 );
r=1.

Aprés la fin de ce probléme, I'auteur ajoute:

« Parmi ces problémes, il y en a qui ne sont pas résolubles par cette mé-
thode. Jexpliquerai, dans le commentaire de cet ouvrage, lesquels d’entre
eux sont résolubles, et lesquels ne le sont pas, de méme que je montrerai
en quoi consiste 'artifice dont on se sert pour leur résolution. »



EXTRAIT DU FAKHRI. 115

(4o) I~y 2= 5o,
x — (g-—i— :)+ (§+A).=y— (‘{+3) -+ (§+ :)=z— (§+b) +(%+3) e
Posons y=—8;
ovam () (o) s
donc a— (1) +(5+4)=5+5 | 88v..

ou z=15—(1})=;

z —8— (1t J — 5
conséquemment z——(§+ﬁ)—8 (13)=, et b+3—5,

donc 13— (1)e=5+!=,
ou I=A%' y=8’ 2="7
ce qui donne Ty4+z=19}

tandis qu'on désirait obtenir x4y + z— 5.

Recommengons donc la solution, et posons y —11;

on 7= G+ )

donc : x—(§+2)+(§+b)=8+§,

ou z=30—(1})x;

conséquemment £ — (g + A) -+ (‘;—; -+ 3) —26—(1d)z, 8gr.
donc 26—(;§)z=8+‘;;

T=103, y==13, 2=13;
T4y+2=234%
Or, en augmentant y de 4, la somme z + y -+ z s'est augmentée de 15, de

sorte qu'a chaque unité du premier nombre correspondent (3 +- 1+ 1) unités

du second. Mais on désirait obtenir une augmentation de 30}, au lieu de
1
15, ce qui donne, pour augmentation de y, =5 =385

3o .
3% 78

* Comparer Diophante, I'énoncé de II, 1g.
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conséquemment, posons

on aura
done

ou
conséquemment
et

donc

(41)
Posons

on aura

* posons

on obtient

Posons

on aura

Ensuite divisons 5 en deux nombres carrés autres que 1, 4, probléme

résolu ci-dessus;

on aura
Posons

on obtient

donc

EXTRAIT DU FAKHRI.

y==41a4,
2 =24 6z 4 3;
r=1z+ 2,

246z 4+3 =24+ bz+4h; z=1;

(24y+z) —y =0
y=1z, s+ y-+z=>5z%

£ = (22)", v' =2

6L
—_11 3, T
T=, Y= t=

* Comparer Diophante, II, 20.—** Ibid. III, 1.

(z4+y4z)—22=w"".
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([lS) (z4y42)4+x=0, (z4+y 4z +y=1" (+y4z)t-z=0uw""

Posons (#4y4z)==a, z=23x? y =28z’ z=15z";
on aura x =262, 5 =14, o= 9ov°.
x=—‘-,"—., ]=7,'ﬁ, z=l.,-'3.

(48) (z+y+2)—2=08 (z+y+2—y=2" (s4y+if—z=u'",
Posons T4y 4 2= Az, 2= 132", y= 2}, z=15z?;
Y y=1
on aura bz, =34z, ¢, ==, 2= 2 ;

17?

(F+y+zf =55 s=H. r=d 2=

([[5) Ty z="0 T-y=z 40, yHz=zx41, zT=y+w"" gir".

Posons C=z'+ 22, +1, w=;
on aura T y=ta) o1, 2=1a 42,

Ensuite posons =2z .
on aura yrr=zl4z+i r=z+1

En méme temps on avait z 4y 4+ z =2+ 22, +1,

donc y=1iz'+1%
Enfin on a 2z, = w*;

posons w'=—16,

on aura z, =8;

LT3

Autre MétHODE****. On résout o+ @+ y*=2, ce qui est facile. On

trouve, par exemple 36 + g + 4 — 4g.
Ensuite résolvons e+ ¢=n+36, {-+n=e—+g9, n+e="{+4;
on aura e=120, {=13}, n=061.
Ces nombres satisfont aux conditions ci-dessus. La raison de cela c'est que
T4y +z=u'+v' 4 vt g1 v’

* Comparer Diophante, [II, 2.—** Ibid. IIl, 3. —*** Ibid. III, 5. —*** Ibdd. 111, 6.
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(AG) Ty 4 z=0, TAy=0u, y4z=1 Z4x=uw"

Posons t=a'422,+1, T4+y=2a" y+2=2"+1—123;

on aura z==12x, -1, =42, y=2a"— Az,
et 6z, 4+ 1 = w*;

comme On a y=a"— 4z,

d'ou il suit que >4,

il faut choisir w de sorte que !> 125;

prenons w'=121,

on aura x, = 20, >

=280, y=320, z=141.

([l’]) r—y=—z—uz, x+_y=rt’, y+z=1 z4T=—w",

Cherchons d'abord trois nombres carrés satisfaisant aux conditions sui-

vantes :
Y —F=pF—0a 4> B +r>ad Y+t >p

Posons =0 2+ a2z, + 1=, '+ bz, + 2=17%

. prenons y de sorte qu'on obtienne z! > 22, +-1, afin qu'on ait o'+ g > »*;

disons - y—z,—8,
on aura z,* 4 bz, + 2 =2, + 64 — 162,
ou x, = -:—';
gl=i=0 =43 r=4F
Ensuite posons z+y—+z=E,

T4 y=961, y4+2=1681, zx=12401;

on aura 2=8—9b1, z=£§—1681, [y=E&— 2401];
donc T4y +z=—238— 5043 =§,
ou &=15111%;

z=1560}, z==840l, y=11201.

* Comparer Diophante, IIf, 7. — " Tbid. 111, 9.
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(118) x+y+3=t’, y+z+3=u, z+x4+3=10", T4+y+z+3I=u" g2v°.

Posons z +y — 2! + 42, +1, [y +2=2'+62,+6,) 2+ y+2=2"+8x-+13;

on aura z=A4x, 4+ 12, T=12%,+ 7, y=x,"+ 2z, — 6;
donc : 2+ &+ 3 = 6z, 4 22 =%}

posons = 4g,

on obtient o, =41

z=16, y=1231%, z=230.
([19) z+_y—3=t’;y+z—3=u’, 242 —3=0, z4y+z—3=w""

Posons s+y=a'+3, y+z=='+25,+4, 2 +y+ 2=+ hz, 4+ 7;

on aura =42+ b, z=122,+ 3, y =23 — 23;; 93r".
donc z4 & — 3 =62, 4§ ="

posons v =25,

on obtient z, =31,

127 .

z=10, y=>5%, z=18.

50 T.y4+12=1_0. z12=1) z.x+12=w"".
Y J :
Résolvons d’abord ' 1a=ypt B+ 12=1"
on trouvera =1, f=14.
. ) 1 x
Ensuite posons s=ha, y=_r, 2=

z.y-+113 et y.z+ 12 seront des nombres carrés,

et I'on aura T.z412=x"4 12 ="
posons w=u=z-+3,
il suit 2+ 12=2"+ 62,4+ 9, ¥, =1;

&€r==2, y=2' Zz.==

-l

93v".

* Comparer Diophante, III, 10.—" Ivid. 1T, va.—** Ibid. 111, 113.



941

94 v’

120 EXTRAIT DU FAKHRIL
(5!) z.y—10==8y.z—10=7, z, s —10=w"",
Résolvons d’abord o' —10=¢} B'—10=1,

ce qui est facile, par exemple a*—302, g*— 13l
Ensuite posons z=(30%)x,, y=l. z=(132})z;
z,

z.y—10ety.c— 10 seront des nombres carrés,

et I'on aura z.2—10=370 Lz —10=0",

ou 59292,' — 160 =1w'";

posons w =97z, — 2,

il suit 59292,* — 160 = 5929z, + 4 — 308a,, =, =133

P y =B s= 3

(52) z.y+z=10, y.z4z=1" z.x+y=w"
Posons z.y+z=2x"+ 6z, 49, 2=9,

donc z.y=a"+ 63;

posons r=ux, y=u1x+6,

donc 2z =~y = 108, - 6, yz + =102, + 54,

v — w' = 48.

Mais on trouve facilement deux nombres carrés ayant 48 pour différence.
par exemple, 16 et 64 ;

posons 108, + 6 =16,

ou bien 102, —+ 54 = 64;

on aura T=g =1, y=1, 2=0.
(53) z.y—z==y 1—x=2 z. s —y=uw""
Posons y=gz—+ 4, 1= 4z;

on aura gy — =2,

xz——y=lw’——(z+!|)=w',yz—z=[|x’+ 152 = v*;

V¥ — w' =162 —+ 4.

* Comparer Diophante, III,13.—"* Ibid. I, 14— Ibid. III, 15.
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Résolvons ‘a.p=16z+4;
on aura a=1}, f=4hx+41;
puis on aura, soit 2 ;He=v,
soit ﬁ—,_d=w;
donc v =2z 4 a2}, v' =42’ + 6 -a-noz=’w"+ 15x;
61 =>5x, x=17, y==>5%, z=>5.
(5[1) Ty + =10, yr+ =1, x4y =uw"
Posons y=lhz+4, 2=1;
on aura zy+z‘=bx’+&z+ 1= (22 ~+)%, yz+z’=z’+&m+&=(z+ 2)?,
zx+_y’=|6.z’+16+33x=w‘;
posons w=4x — 5,
il suit 162* 4+ 16 + 33z = 162* 4+ 25 — hozx;

le
3
3
-
-
o

x='l!’ y=—17' z =

<
«

.

(55) T y+x4y=1", Yy z4y+z="1" z.x+z4+x=—uw"".

Posons z—4, y—9, parce que a'.(a—+1)'+a'+(a—+1)* est toujours un
nombre carré”**";

on aura 5z + 4 =, lOZ+9'==v',

v —w'=>5z+4 5.

Résolvons af=>5z-+5,
disons a—5, f—z41;
2 2 :
on aura v’=(a——:—é) =(3+;) =9+z—+3z=noz+9,

=7z, ou z=—18.

. . A ’ ] :
On serait arrivé au méme résultat en posant v'= ( ) =5z + 4.

2

* Comparer Diophante, III, 16. " a(a—-) 4 a' + (a—1)?
* Ibid. 111, 17. =(a. {a+1])+2a(a-H1)+i=(aja+1{-+1 2
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(56) zy —(z+y)="¢, yr—(r+z)=1», 2z —(z4z)=1".

Cherchons d’'abord deux nombres a, B tels que a.g—(a—+p)=0p, et
16a — 16 — 4& — 4, out 'on pourrait prendre en place de 4, 16 aussi bien deux
autres nombres carrés.

Posons donc a=mz, 41, B=Az +1;
on obtient af — (a+B) = ho? — 1 = p*;
posons i Cp==3x, — 2,
donc hx — 1 =42+ 4 — 8z,
et z =%,

a==3 =%
Maintenant posons p=—18 y—218,

96r. onaura :: —1i--u* et, en multipliant par 16, 10z — 26=w,
2, sy et, en multipliant par 4, 10z —14=02;
donc v —w =113.

Prenons deux nombres dont le produit soit 12, disons 2 et 6;

2 -4 \?
on aura ( " ) ou 16=10z—14,

donc z2=23;

. . A ' 2\*
et 'on serait arrivé au méme résultat en posant (T) =10z — 26.

*

90 v (57) Ty -fmx==1t, ry4y=1, zy+z4+y=w"
Posons y=hx —; 7
2y +  Sera un carre;
PUiS On QUra zy +y == 4a* 4+ 3z — 1 ==, Ty + T+ y == ha' 4 bz — 1 = w',
w —v=u.

Prenons deux nombres dont le produit soit x, disons 4x et {;
“+1\° 1
on aura (['—z—z——') =24t o =0 =4 b — 1

___ 68 __. 36
== Y = ax*

lomparer Diophante, 111, 19.—** Ibid. III, 20.
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(58) sy —z—08, zy—y=—1v, zy—(r4y)=uw'" 971
Posons =, 1, y=ba,;
zy — y sera un carré;
Puis On aura zy — z =4z + 3z, —1="1, .r_y'— (z4y) = 4o —z, — 1 = w,
' —w' ==,

Prenons deux nombres dont le produit soit 4z,, disons 4z, et 1;

t ]
on aura (‘ixl;'-l) =A$|’+21‘|+%=t'=ﬁx|’+3xl_ly Z’l"——l%;
z=13{, y=>5
(59) Z4y=10, x4 =1 y+t=w"
Posons T=—at—+ 1, y = ht—+4;
on aura z+y=6t+5=10[z=22, y=2, t=2];

et pour résoudre  z4-y=1o,  —z=1',  —y=uw'"",

posons C=2a'+ 2x,+1, v=121, 41, y=A4I;
on aura 6z, +1 [=10, a:'=A.y=6, t=2).
(60) (g4+y+z+t)+z=m' (z4+y+z4t)—z=m]
(g+y+zat)dy=n, (z4+y+z+t)—y=n}
(€~ y+ 24+ 0) +z=p", (€+y+z+t) —z=pS
(z+y+ztf+t=—=g, (B4y 4z 1) — 1==g,"*".]

On sait que si I'oh désigne Ihypoténuse et les deux cathétes d'un triangle
rectangle par h, k,, k, respectivement, on a & -+ 2k k=, k' — 2k k,=»*. Il 97V
s'agit donc de trouver quatre triangles rectangles ayant tous la méme hypo-
ténuse , mais des cathetes différentes, Prenons d’'abord deux triangles rectangles
quelconques, disons 3, 4, 5 et 5, 12, 13; on sait qu'alors 39, 52, 65 et
25, 60, 65 seront aussi des triangles rectangles. On a donc deux des quatre
triangles cherchés. Maintenant, résolvons deux fois o + @' =65 par des
nombres autres que 39, 52 ou 25, 60; disons 33, 56 et 16, 63.

* Comparer Diophante, Iif, 21. ** Ibid. I, 23.
* Ibid. I, 24. o Ibid. M1, 22.
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98r°. Ensuite posons &y + £ -+ t— 65z,
=23 (|6.’5| . 632,) = 2016.1,'.” z=—2 (60-""1 R 25‘4,') J— 3000%1’

y==12(33z,.56x,) = 3696z,", t — 2 (39%, . 5az,) = 40561,%;

65 4225
__ 2 — —— P ——
done 652, = 12768z}, ou =z, = 12768 » o [163021824] ’
8517600 15615600
X = d y y= d ’

[d=163021834]
12675000 ¢ 17136600
A T T

CINQUIEME SECTION.

( 1 ) L4y =:"\
98+, Posons y=1gz,
on aura 9z = 2%
posons 2= 3z,
il suit 92 == ga*, x =1;

(2) by
Posons @ = (2y),

on aura =12

posons =17y,

il suit 4 b9y =1y y=1s

2 = 2744, y* =343, 2*=12jor.

(3) 24y = 2%,
Posons y =2z,
on aura 5z'=2*; [posons z =z],
il suit x=>5;

z' =125, y*==100, 2" =135.
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(4) &y ==
Posons =4y,

on aura 3y'=¢ [posons : —y],

il suit y=3; =9, @ =136, 2> —a7.
(5) at, =2,
Posons y =4,

on aura ha*=2;[et, en posant z: —=z ],

g=1 P=k, Y=, A=l 991°.

(6) oyt =t
Posons y =28z,

on aura 82 — 2"

posons z = 4o,

il suit 82 — 162, £ — 2;

Am’:t;, ¥y =064, 2*=256.

(7) : z* ._7. =25
Posons y= a:
on aura P
posons z=a,
il suit =z x==1, =1, Y¥=1, 2 =1.
(8) P =2
Posons y =82,
donc 8% — 2%,

Il faut maintenant qu'on pose cela égal au produit de deux nombres,
I'un carré, T'autre cube, sous lesquels est contenu un nombre carré, pro-
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bitme qu'on vient de résoudre’. Recommencons donc le probltme et

posons y =642,
99v. donc - 2y — 642t = 2%
posons z=162%;
il suit 642" = 2562,
ou 256 = 642", 2’ =4, z=12;

x‘—_-s‘ ]":5!2, 2! — 6096-

(9) 102" =y
Prenons y de sorte que 7= 102,
disons y = bz;
on aura 4102 =162, 2—6;

2 ==1216, 102" — 360, y* — 576 — 24 .

(10) & — 102 =y

POSODS y==,
on aura N =a°,
ou T==11;

2= 1331, 102 =11210, y' = |21=|_;’.

(l l) 5a:=y', 102 = 2%,
ry_z
Ona 57"
10
100r’.donc =1y, et, [en posant y—:],

z=12; =4, 2=8, z=4;

si T'on ne veut pas qu'il soit y —:, posons y — az;

on aura 2* =82, z=28, *="512, y*=1356, z="511.

* On avait résolu z,* . y,* = z,* (n° 6). ou 2=z,
Or, enposant y' =y’ .2 z==: .4}, La substitution indiquée par T'auteur est donc
onaura 2’. y'=y,*.2% ' =z . 2t ==,y . 2 réellement nécessaire, afin que z ne devienne

donc »no2t=zy' 2 pas irrationnel.
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(r1a)

100 =y, dx==23
Ona —a

posons =4

donc

22 =12 z—1;

2?2=38, y'=16, z= 13

AvuTtre METHODE. Posons y

On aura dans le probléme n° 11,

dans le probl¢me n° 12,

Donc, dansle n® 11, 10.22* ou 8:* =2, :—38;

2#=>5112, y'= 256,
y‘
T = — __.
10 ou 5
Dans le n° 12, on aura 122 =z, 5z 0u 2:*=2*, : =1,

22=28, y»=16,

Les équations proposées étant

ar =y, box=72

. 2
on peut aussi poser 3e=7

ou ==(nz)%;
. z?
dans le premier cas on aura — b=z
(13) . at =1y
Posons =y,
donc

== 3x?

dot, r=3; *=9, 2’27,

(14)

=1y

Posons encore z=1y,
donc =2, s=1; =1, 2 L
Mais si 'on ne veut pas qu'il soit z—y, posons :
Ne 3.

T -= 2y,

- Ou = nz, par exemple = 2.

127

100V°.

-
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done Wm A R =t v =
o s =128, 2 = 3»
NC g y =2z
done =3, r=1
g=5L =22
13 taxr =2 1oy ==
Posons r=ny.
disons = 200y
on aura 1900y =2, 1oy ==

de eatte derniere équation il it 1oaay — 2.
done 1000y* = 1000y, » =12, x= fan.
On peut aussi prendre un cube quelconque et soa edte: [un et Fautre di-
vises par 1 6. donnent respertivement les deux nombres cherches.
16, x- y P ==, )

Pour que le probleme puisse étre resolu. il est necessaire que 4 . g soit

wn careé”
rord. On & r=sr

done 32422 = 2,

ef 42— :;

eomséapuerrment b4t ~— 2242°,

Ortt it - 324;

1
w—hd, e 0k, y=13%
#- wly - sl 29, =729
© Etr offel, Lo beyitations proquestes Eant m Pr=d, x=¢, %" _'o};:
| preg V =8V ab
P 7 T TR
" ' an voit donc que x ne sera rationnel qu'autant

ot oA '+ whe?, e ab est un nombre carré.
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(17) z=3y, 8=2, By'=-:
Ici, il faut que le facteur commun (4 savoir 8) soit un cube".
On a & =7y,
donc 216" = 64y*, 216 =64y, y* =33,
y=i1hoe=hn =0 [y =3 =139, 2=27] 1021",
(18) ez’ =10, bat=1

Ce probléme ne peut étre résolu qu'autant qu'on a ;, égal 4 un nombre

T aw

carre
Conséquemment, posons  a==64, b=—1;

on aura 6&1’:‘-(91”)’:‘&5‘. 6!.=ix’,.r’= I6, X = A; = IO’&, t=— 32,

(19) az’ =y, b =y.

On a b = \/as, ' 102\°.
d Bt a2y e L

onc ’ T s

il faut donc que bi, soit un nombre cube.

Posons a=—33, b=1;
on aura 22 =\/322*;
i it 2= Vs
mails on sai que ‘/;
32a?
donc — =2
ou 16 = 22°;
donc £—8, —1.
) *
m
* En effet, les équations proposées étant donc y= e-/—_ :
n

= =2, =1, .
g=my, nd=2 ny=: il faut donc que n soit un nombre; cube,

on aura m*.n.y'=n"y", a
* Puisque P z*,

o m* == ny’,
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(20) =y, o=y
Posons a=064, b=,
on aura 2 =y/61a%;
ul
mais — = n% .
n
642°
donc | - =
ou 64 =2 z*=38.

Ici, il faut que % * soit un nombre dont la racine carrée est un cube.

('II) =2
Posons y=n'a",
disons — 4
on aura 170t = 2%
posons 7=23z;
103¢° 1l suit 170 = aqa®; =131, y=23.
(a3) S
Posons 2 =n'y",
disons = Ay
on aura 15yt =12%
posons 2 =13y,
) n®
et, puisque = nt,
on obtient % =gy% Sy =01
donc y=|§.x=—-3§.
* Le texte porte : «le nombre majeur divisé On a az® = b*x°,

par le carré du nombre mineur.» 11 fallait dire -
cube. donc x=\/5"
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(23) -y =2,
Posons a? = n'y?,

disons —y

on aura Pyt =

posons z=ny,

disons =3y;

il suit Y ) =09y, ¥=28; 2°=064, 3*=>512, : =24,
(2 [l) ' T —yr=:
Posons , 3= i,

disons —a

on aura z— gt =7

posons 2==3x;

donc ' — ' =g2*, *=10; 2= 1000, Y =100, 7=230. 103V,
(25) at—y =2
Posons- y==,

on aura ot — 2t =%

posons ) r=1g,

parce que si I'on posait : —z ou =nz, on aurait > ot — 5,

il suit P —w=la, =} +}), P=%, =1, =1
(26) oy =2
Posons y=A4a',

on aura z’ 4 fat =2,

posons 2= 2z,

il suit L A =82 g =, P 8,
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(27) By
Posons y=42 c=1lx;
on aura z — f* = 12;
done z=43, y =9}
1041, y=13% ="
(28) () + 5y* =z~
Posons y=nat,
disons = x%;
on aura 2 + 200" = 2%

Posons : —mas*, en prenant m de sorte que m* — 10 50it un nombre carré;

résolvons donc a* 4+ 30 =%

on trouve o =16, =36, f—6.
Conséquemment, posons 1= 6a';

on aura a* —+ 202" = 362",

z'=16, z=14; y'=(132")' = 1024, & =064.

(29) (a*) 410y =2
P08‘0ns =4y

on aura ) 169" - 10y* = '}

posons z =6y",

donc 16y 10y =36y*; y =1, =, Y¥=1
(30) (2) =+ () =2

104v". Posons =4y,
on aura 16y + ' =2%
posons =6y,

donc 16y* +y* = 36)*; y =10, »* = 8000, 2* = 640000.
J J
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(31) (@) — ()=
Posons Y =Aha,

on aura C 2 — 162 =

posons z = a2z,

donc 2* — 162* = 4a*; £ =20, 2* = 8000, y*= b640000.
(32) (@) — (') =2
Posons =4y,

on aura 16—y =%

posons t=1y",

et, comme on a ::;=n,

il suit ﬁ’?:_;i =1y,

ou 8y —i=1y=1%

y'=1728, v =188, 2*=81944. 1051°.

(33) (@) 4 52° . y* = 2.
Posons y =12,

on aura =

posons o= 72",

il suit NP = lgati w1, P =131, yt = titsee
(34) (@) — 32 .y =2,
Posons . y=1a,

on aura g0 — o

posons z=a',

il suit 1o =a" =14, & =64, )" =10124.
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(35)
Posous

103 V°. O aura

posons

il suit

(36)
Posons
on aura
posons
il suit
" ou
il faut donc quon ait
Orona
il faut donc qu'on ait
ou
on trouve
Maintenant posons

106 .1l suit
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Pyr=1, )=t

) ¥ =l

42 =, B — h? =
£t — ' = 8a;

z —t=2%;

t==zx, 2 — 4z =2

z=35, y'= |oo‘ o =125,
T — =2 -y =10
2?=14y"

—_7’=l', ‘y’ +J"=‘I;
z=my, t=ny;

yY=my, yY=ny,

y=m, et y=n;

m,=n,.

m' + n* = 8;
m =, n*="1%
b=y =
y=3

et l'on serait arrivé au méme résl_xltat en posant 4y + y' = '%ty".

Donc

(37)
Ona

____ 193
T= 3y

— 36864 f LITLITN
25 “e1s Teeas®

2 4t =y, & — Sa' ="

Y — =g,

et Ton pourrait maintenant employer la méthode de I'égalité double

. On
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peut aussi résoudre n—zl=y9,

ce qui donne 25, 16, et puis poser # 4 4z* = 152*;

donc z = 21,
ou bien 2 — 52* = 164",
ce qui donne également S m=a1;
donc =441, & = y261.
(38) 4 Sxt =", 2’ 102" =2

On peut maintenant employer I'égalité double. Mais on peut aussi poser

yr=n's, =n's,

ce qui donne x=—m—5 z=n'—10; 106"
et il faudra qu'on ait ' m'—5=n"— 10,
ou m* =+ 5 =n?;
on trouve m*=1533, n'==581.
Maintenant posons, soit @+ 52* = (531) «*,
soit 2 + 108" = (581)a*;
sasessie

I'un et 'autre donne = — 482, 2" =102, a"-——-———%— .

(39) @ — 5zt =y, & — 108t = "

En posant y —mz, :—nz, on sera amené, comme ci-dessus, a chercher
deux nombres carrés m?, n® tels que n* 4+ 5=m",

disons =4, m'=g9g;
on posera, ou bien £ — 52* = ga?,
ou bien 2 — 102" = ia*;
Tun et 'autre donne z = 14;

donc x' =196, = = 21744, 107 1%
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(4o) =y, g — P =
En posant y=mzg, z=ngz,
de telle sorte que m <3, nt<<y,

il faudra, comme ci-dessus, qu'on ait 3 —m*=7 — ",
ou W4+ m';
on trouve m'=131, n'=261.

Maintenant on posera, ou bien 3z —2*—(a%)a,

ou bien 92* — 2 = (61)2%;

I'un et I'autre donne =1

donc A =%, =1
(41) (@) —p=2 (@P+py=r
Posons 2=}, y=A4z,;

on aura 162, — 642, = 2% 162, + b4z} =1

107v". En posant z=maz?, t=naz,},
il faudra qu'on ait 16 —m*—n*—16;

en méme temps il faut qu'on ait m* <16, a*>16;
il s'agit donc de résoudre m* - n* =33
on trouve m==12 n'=3114.

Maintenant posons, ou bien 16z, + 642" = (31%) ",

ou bien 162, — 642, = Lia,",
I'un et 'autre donne o =180 13,
=243, T
(42) d (=2, S —(y)=r

En procédant comme dans le probléme précédent, on aura

64z 4+ 162, = 2, 64z — 162, =0,
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et en posant . z=maz?, t=na},

il faudra chercher deux nombres carrés m?, n? tels que m*—n*4-3a;

on trouve m' =36, n*= 4.

Ensuite on pose, soit 64z — 162, = 42",

donc =3

soit 647} -+ 162, = 362",

ce qui donne également z,=3;

donc yl__:l_'—.:f' ‘t;:ul'_:.u_
(43) =y, b=y
Ici, il faut que % soit un nombre cube.
Posons a=32, b=1;

on aura 2z =\/3a22%;

32z’
donc 7 =
ou 16 = 22°, 2* =28.

On voit qu'on a divisé 32 successivement deux fois par 2 pour obtenir le
cube, Cest-d-dire qu'on a divisé 3a par le carré de 2; de 14, la condition ci-
dessus.

" Ce probléme est identique avec le 19* de cette section.
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CONCLUSION.

Fin du livre Alfakhri, qui contientles éléments de I'algtbre et les éléments
des problémes. Louanges sans bornes et sans fin 4 celui qui donne Tintelli-
gence! Que sa bénédiction repose sur notre seigneur Mohammed le pro-
phéte, sur sa famille et sur ses pieux et saints compagnons! Ecrit et terminé

108+". par Siliq. Dans un autre exemplaire, I'auteur a ajouté : « J'ai exclu de mon
ouvrage actuel ce qui est étranger A son sujet. J'avais désiré y faire entrer
quelque chose sur les particularités des figures, du cercle, et des testaments~;
mais je ne Tai pas fait, pour deux raisons : la premiére, c'est mon aversion
pour la prolixité ; la seconde, c'est que jai déja composé sur chacune de ces
questions un ouvrage volumineux contenant les éléments de chacune, leurs
théories exactes, et la solution des problémes les plus subtils, d’aprés leur
vraie méthode. Je prie Dieu qu'il m'assiste dans I'accomplissement des de-
voirs de l'obéissance envers lui, et quil facilite 4 toutes ses créatures ce qui
doit les délivrer de Terreur. Je le supplie de répandre sa bénédiction sur
Mohammed le prophéte, son élu parmi ses créatures, et sur sa sainte fa-
mille. Fin de T'ouvrage, & savoir, du traité connu sous le nom d’Alfakhri.
Ecrit par Siliq le pauvre.
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¥ Joxdl hb bloy iy 500ty JKGH 5ol oo a5y 3 f oyl
Mpb L Lgin oty A5 ¢ cddl g1 gWHy Dphaidl (e ksl \QO)
A Al cdluy xp Leaddng Joladl g5bs gy gilinm s Ayl Luols
I ) o PIiy bo alhin isled yins o)y &iS\b iz T3V (ibpe
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* Comparer I'Algtbre de Mobhammed Ben Moiic, éd. de Rosen, p. 70 et suiv. et p. 86 et suiv.
de la traduction anglaise.
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ADDITIONS ET NOTES.

I'

PROBLEME III, 5 D’ALKARKH].

Si le premier de quatre hommes recoit du second un dirhem, il aura le
double de ce qui reste au second; et si le second recoit du troisiéme deux
dirhems, il aura le triple de ce qui reste au troisitme; et si le troisiéme re-
coit du quatri¢me trois dirhems, il aura quatre fois autant que ce qui reste
au quatri¢me; enfin, si le quatriéme recoit du premier quatre dirhems, il
aura cinq fois autant que ce qui reste au premier. Combien & chacun d'eux?

Posez 1a quantité du premier chose, et la quantité du second mesure; re-
tranchez de la quantité du second un dirhem, et ajoutez-le 4 la quantité du

‘premier; alors le premier posséde chose plus un dirhem, et cela est égal &

deux fois mesure moins un dirhem; prenez la moitié, il résulte [la moitié
de] chose plus la moitié d'un dirhem égal & mesure moins un dirhem; donc
vous trouvez la mesure égale & la moitié de chose plus un dirhem et demi.
Et cela est 1a quantité du second.

Maintenant posez la quantité du troisiéme mesure; retranchez-en deux
dirhems, que vous ajouterez 4 la quantité du second; celui-ci aura, en con-

- séquence, la moitié de chose plus trois dirhems et demi, ce qui est égal a

trois fois mesure moins deux dirhems, ou égal A trois mesures moins six dir-
hems. Ajoutez six dirhems & trois mesures et 4 ce qui leur est égal, on
aura la moitié de chose plus neuf dirhems et demi égal & trois mesures.
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Conséquemment une mesure est égale A un sixitme de chose plus trois dir-
hems et un sixiéme. Ceci est donc la quantité du troisiéme.

Ensuite posez la quantité du quatriéme mesure; retranchez-en trois dirhems,
et ajoutez-les au sixiéme de chose plus trois dirhems et un sixiéme. Il résulte
un sixiéme de chose plus six dirhems et un sixi¢éme, ce qui est égal a quatre
mesures moins douze dirhems. Donc, aprés avoir «restitué», on a quatre
mesures égales 4 un sixiéme de chose plus dix-huit dirhems et un sixiéme.
Conséquemment une mesure est égale 4 un tiers d’'un huitiéme de chose et
quatre dirhems et demi plus un tiers d’'un huitiéme.

Ensuite prenez au premier quatre dirhems. Il lui restera chose moins quatre
dirhems. Ajoutez-les & un tiers d'un huiti¢éme de chose plus quatre dirhems
et demi et plus un tiers d’'un huitiéme. 1 résultera un tiers d'un huitiéme de
chose plus huit dirhems et demi et plus un tiers d'un huitiéme, ce qui est
égal A cinq choses moins vingt dirhems. Donc, lorsqu'on aura restitué et
enlevé ce qu'il faut enlever, il reste quatre choses plus vingt-trois parties de
vingt-quatre parties de chose égal a vingt-huit dirhems plus treize parties de
vingt-quatre parties. Conséquemment six cent quatre-vingt-cinq parties de
cent dix-neuf parties de I'unité sera la quantité du premier.

Et parce que nous avons posé la quantité du second égale 4 la moitié de
chose plus un dirhem et demi, elle sera cinq cent vingt et une parties de cent
dix-neuf parties de I'unité.

Et parce que nous avons posé la quantité du troisiéme égale a un sixi¢me
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de chose plus trois dirhems et un sixiéme, il aura quatre cent quatre-vingt-
onze parties de cent dix-neuf parties de I'unité.

Et parce que nous avons posé la quantité du quatriéme égale 4 un tiers
d'un huitiéme de chose plus quatre dirhems et demi et plus un tiers d'un

huitiéme, il aura cinq cent soixante-neuf pames de cent dix-neuf parties de
l'unité.

PROBLEME IIl, 6 D'ALKARKHi.

Une certaine quantité (doit étre divisée) parmi trois personnes. A la pre-
midre personne revient la moiti¢, 4 la seconde un tiers, et 4 la troisitme un
sixitme. Elles se partagent d’abord (le tout d'une certaine maniére). Ensuite
celle qui devait recevoirla moitié, rend 1a moitié de ce qu'elle avait pris; celle
qui devait recevoir le tiers, rend le tiers de ce qu'elle avait pris; et celle qui
devait recevoirle sixiéme, rend le sixiéme de ce qu'elle avait pris; elles divisent
parmi elles lamasse rendue en trois parties égales, aprés quoi chacune d'elles
a juste la partie qui lui était due. (Combien chacune avait-elle pris d'abord ?)

Posons la masse entitre une chose plus une partie plus un dirhem, en
sorte que le possesseur de la moitié prend chose, le possesseur du tiers partie,
et le possesseur du sixiéme un dirhem. La masse rendue sera alors : une
moitié de chose plus un tiers de partie plus un sixiétme d'un dirhem. Ils di-
visent cela parmi eux en trois parties égales. Le possesseur de lamoitié recevra
en conséquence unsixi¢me de chose plus un neuviéme de partie plus la moitié
d'un neuviéme d'un dirhem. S'il ajoute cela & ce qu'il a déja, il aura deux
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tiers de chose plus un neuviéme de partie plus la moitié d'un neuviéme d'un
dirhem. Mais il lui revient la moitié de chose plus la moitié de partie plus la
moitié d'un dirhem ; cela est donc égal 4 ce qu'il a. Supprimons les quantités
égales du méme genre; il reste un sixi¢éme de chose moins quatre neuviémes
d'un dirhem égal A trois neuviémes et la moitié d'un neuviéme de partie.
Conséquemment, une partie est égale a trois septi¢mes de chose moins huit
septiémes d’'un dirhem. C’est ce qu'a pris le second.

Donc le premier a pris chose, le second trois septiétmes de chose moins
huit septi¢tmes d'un dirhem, et le troisiéme un dirhem. Mais nous savons
que si le premier rend la moitié, le second un tiers, et le troisitme un
sixi¢tme de ce qu'ils ont pris, et qu'ils divisent cela ensuite parmi eux, il
retourne au premier un tiers de ce qu'il a rendu, plus un tiers de ce qu'a
rendu le second, ce qui est un neuviéme de ce que le second a pris, et plus
un tiers de ce qu'a rendu le troisiéme, ce qui est la moitié d'un neuviéme de
ce que le troisitme a pris. De méme, il retourne au second un tiers [de ce
qu’il a rendu, ce qui est un neuviéme] de ce qu'il a pris, plus un tiers de ce
qu'a rendu le premier, ce qui est un sixi¢tme de ce que le premier a pris, et
plus un tiers de ce qu'a rendu le troisitme, ce qui est la moitié d'un neu-
viéme de ce que le troisitme a pris. Enfin, il retourne au troisi¢me [un tiers
de ce quil a rendu, ce qui est la moitié d'un neuviéme de ce quil a pris,
plus] un tiers de ce qu'a rendu le premier, ce qui est un sixiétme de ce que
le premier a pris, et plus un tiers de ce qu'a rendu le second, ce qui est un
neuviéme de ce que le second a pris.

Donc, si vous prenez le dirhem et que vous en retranchiez un neuviéme,
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il reste au troisiéme huit neuviémes d'un dirhem. Ajoutez-y un sixi¢tme de
chose et un neuviéme de ce qu'a pris le second, ce qui est trois parties de
soixante-trois parties de chose moins huit parties de soixante-trois [parties]
d'un dirhem. Il résulte neuf parties de quarante-deux parties de chose plus
trente-deux parties de quarante-deux parties d'un dirhem, ce qui est égal &
un sixiéme de ce que tous ensemble ont pris; a savoir, dix parties de qua-
rante-deux parties de chose moins une partie de quarante-deux parties d'un
dirhem. Conséquemment, si vous « restituez et opposez 'un & T'autre», il
reste une partie de quarante-deux parties de chose égale a trente-trois parties
de quarante-deux parties d'un dirhem. Donc une chose est égale & trente-
trois; et c'est ce qu'a pris le premier.

Et ce qua pris le second, C'est treize, parce que cela a ¢été posé égal &
trois septiémes de chose moins huit septiémes d’'un dirhem.

Enfin ce qua pris le troisiéme, c'est un dirhem.—Remarquez cela.

oo oyl KSWE V) 2 (e Ty iy KNS (pe Sly) KIS 48y 3R magass)
STy o e Joy )y (AT e Shyl Kmud juay ‘9); o (A y KNS
é.h..ﬁ aagis) b (o S ")a o Vo eyl (Sl e Toym (NS,
Grpls i3 e by W st e Iy (naply (rS) e syl Bpins 48,
Jom st o oy nmp)ly (S e Sy B iy o T 'ﬁ)b e Ioy=>
Jomny dalpl 5 il ")a e 19y oyl g (S] e Ty (nIONSy BSONS
NS dmm Y yuine KOS WU aagits) Loy Jod) aagtsl Lo Tngd D5y &SNS

o3 f'?'ib r‘ba W xgot oy ,’): e\.g.ul Ko\& V) s g Z\.:.ml

I

La Bibliothtque impériale posséde deux manuscrits de la Pratique de la
Géométrie, ouvrage composé par Fibonacci en 1220. Ce sont les manus-
crits latins, ancien fonds, n° 7223, et supplément latin, n° 78. On trouve
dans ce dernier manuscrit (p. 337 et suiv.) la discussion des deux pro-
blémes indéterminés 2*+-a—y", et ce passage m'a semblé d’autant plus digne
d’attention, que les constantes choisies par Fibonacci sont exactement celles
des problémes II, 22 et 23 du recueil d’Alkarkhi.

Fibonacci résout d'abord le probléme z* +5—)* d’'une maniére entiére-
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ment conforme a la théorie et 4 la pratique d’Alkarkhi, en posant y égal &
z+n, ot n<<\/5. Puis il explique le probléme par une figure géométrique.
Je fais observer & ce sujet que clest simplement une illustration et non pas
une construction géométrique du probléme. Enfin, il résout le probléme
d’'une maniére qui parait lui étre particuli¢re, en employant la théorie de la
génération des nombres carrés par la sommation de la suite des nombres
impairs. C’est que pour résoudre s*+n=—»*, n étant un nombre impair, il

prend la somme ) +345+..... +(n—2) = ("—2'-)’, ce qui lui donne

(f——j—')’—t— n= (" _: ')’. Ou bien, en multipliant I'équation proposée par un

carré impair m', il résout par la méme méthode z2+m*n —y2, et a ensuite

. x, _‘ﬁ . T . . Y] . I3 L .
@=—, y="". Mais si 'on multiplie 'équation proposée par un carré pair,
de sorte que m'n est divisible par 2’, on prendra la somme des nombres

m*n

]
. . . . 5y min , . . . 9P
Impairs depuls 1 jusqua —2,,——(2 -+1)"cequi donne | 2 , et en pre-
b}

nant cette valeur pour z’, on aura

Fibonacci donne ces derniers procédés sans démonstration. Enfin, il raméne
le probléme z* —10—=y* au probléme précédent, en remarquant que si
*—u=y,0Nay +a=a. )

Je fais suivre ici le passage du manuscrit latin que je viens d’analyser, ainsi
que le texte et la traduction des problémes II, 22, 23 d’Alkarkhi. J'ai donné
dans des notes la lecon originale ou j'ai fait des corrections au texte latin,
et jai placé entre parenthéses les restitutions que j'ai cru devoir faire en
plusieurs endroits.

Expliciunt quastiones geometricales et incipiunt quastiones quarum solutiones non sunt
terminatz, hoc est quod non cadunt ad unum terminum tantum, sed ad plures.

« Ut est ista in qua proponitur inveniri aliquis quadratus numerus, cui si
«addatur 5, proveniat inde quadratus numerus, et hoc potest fieri multipli-
«citer. Pone pro radice majoris numeri rem et aliquot dragmas, quae cum

* Il faut observer qu'en supposant m == i 2%, ol i représente un nombre impair, on doit choisir
mn o
p << 2¢, donc tout au plus p = 29 — 1, parce que autrement —,:,T — (2” 4+ 1) cesserait d'étre un

nombre entier et impair.
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«in se multiplicatz fuerint, faciunt minorem numerum quam 5; et sitAdragma .
«et multiplicetur res et dragma in se, veniet census et 2 res et dragma una,
«que equantur censui et 5 dragmis; abjice ab utraque parte censum et
«dragmam, remanebunt 2 res &quales 4 dragmis, ergo res est 2 dragma-
«rum, et quadratum ejus est 4, quasitus numerus, cui si addatur 5, veniet
«g, qui numerus quadratus est, et radix ejus est 3; et si ponamus cum re
«dragmas 2, multiplicemus ea in se, exibit census et 4 res et 4 dragme,
«quales censui et 5 dragmis; projiciamus ab utraque parte censum et 4,
«remanebunt 4 res ®quales uni dragme, quare res est + dragme, que in
« se multiplicata facit ;; unius dragme pro qusesito numero, cui si addatur 5,
«venient 5%, qui numerus quadratus est, et radix ejus est 2.

b . .  «Aliter pone pro ipso quadrato numero qua-
«dratum ag°, et addatur ei superficies de, qua sit
2 5 «5, et jaceat linea ge in directo linex bg, et erit
« numerus superficialis numerus ae, et provenit ex
«ab in be, et proponitur numerus ae esse quadra-
«tus, quare numeri ab et be similes superficiales sunt, hoc est quod propor-
«tio numeri eb ad numerum ab est sicut quadratus numerus ad quadratum
«numerum **. Unde possimus infinitos duos numeros invenire habentes
«inter se proportionem sicut quadratus numerus ad quadratum numerum
«cum quibus poterimus ad propositum devenire; quare ponamus propor-
«tionem numeri e¢b ad numerum ba, hoc est ad numerum gb, esse sicut
«[9 ad] &4, quare proportio eg ad gb erit sicut 5 ad 4; et est proportio su-
« perficiei de ad quadratum db sicut eg recta ad rectam gb, ergo superficies
«de ad quadratum db est sicut 5 ad 4; unde si superficies de est 5, et qua-
«dratum db est 4 ; ergo quasitus quadratus numerus est 4, cui si addatur 5,
«venient g, qui etiatn quadratus est; et nota quod proportio superficiei de,
uque est 5, ad quadratum db oportet esse sicut aliquis numerus *** cujus
«quinta pars sit quadratus, ad alium quemlibet **** quadratum numerum.
« Verbi gratia sit proportio eb ad bg sicut 81, qua est quadrata, est ad 1, erit
« ergo proportio de, qua est 5, ad db sicut 8o ad 1, de quibus 80 [5 est]
«sexta decima pars, unde quadratum db est ;% de 1, cujus radix est I,
«quod habetur pro latere gb, et sic tota superficies ae erit 5';, cujus radix
«est 2 ¢, ut superius inventum est.

a a

* La figure manque dans le manuscrit. — ** Comparer Euclide, Eléments, IX, a2 et VIII, 26.
— " Le ms. porte : «aliquis quadratus numerus.» — **** Je propose de lire « quendam.»

10
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« Aliter, quia omnes quadrati numeri ordinate proveniunt ex aggregatione
« imparium numerorum ab unitate ascendentium per ordinem, si colligamus
«impares numeros qui sunt infra 5, sive 1 et 3, procreabuntur inde 4, qui
« numerus quadratus est, cui si addantur 5, venient g, qui est quadratus
« numerus; et si multiplicaverimus aliquem imparem quadratum numerum,
«ut dicamus g, per 5, venient45, et acceperimus quadratum qui provenit
« ex aggregatione omnium numerorum imparium qui sunt ab uno usque
«in 43, hoc est qui sunt infra 45, qui quadratus numerus est 484, et ejus
«radix est 22, et super ipsum quadratum addiderimus 45, nimirem in qua-
«dratum pumerum 529 veniemus, et quia ita est, si diviserimus utrumque
« quadratum numerum per ipsum quadratum numerum, per quem multi-
¢ plicaverimus 5, nimirum duo quadrati numeri ex ipsa divisione provene-
rint, quorum unus excedit alterum in 5, ut quasitum est, et erit unus
«ipsorum quadratorum 537 et alter 587 ; et si vis habere radices eorum
«divide [per] radicem de g, venient 7. Similiter si multiplicaverimus 5
« per aliquem quadratum parem [ac diviserimus productum ex multiplica-
«tione] in duas, vel in quatuor, vel in plures partes impares, itaque una-
« quzeque pars sit impar, et jaceant ipse partes impares in ordine imparium
« numerorum, poterimus ad solutionem suprascriptee qustionis devenire.
« Verbi gratia multiplicemus 5 per 16, venient 80, et dividamus 80 in duos
«[im]pares numeros qui sint continui in ordine imparium numerorum,
« eruntque 39 et 41; deinde aggregamus omnes impares numeros ab unitate
« qui sunt infra 39, quam aggregationem habebis, si multiplicaverimus in
« se medietatem duorum extremorum, sive de 1 et 37, de qua multiplica-
« tione exibit 361, cum quibus si addiderimus 8o, venient 441 ; si diviseri-
«mus hos duos quadratos per 16, habebimus 22% et 27:%, et radices
« eorum habebimus, si per radicem de 16, qua est 4, diviserimus 1getay.
«qui sunt radices de 361 et de 441 ; etsi de 8o fecerimus quatuor partes
«impares, qua sunt 17 et 19 et 21 et 23, qua quatuor partes sunt circa
«quartam de 80, qua est 20, et aggregabimus numeros impares, qui sunt
«infra 17, veniunt 64, qui est quadratus numerus, cujus radix est 8, super
«quem si addiderimus 80, venient 144, unde si diviserimus 144 et 64
«per 16, et radices eorum per 4, habebimus optatum ut supra.

« Et si dicemus : de quodam quadrato numero abstuli 10, et * remansit
«quadratus numerus, hac quastio similis est antecedenti, quia si super

* Le ms. porte : «abstulit et.»
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«minorem quadratum addantur 10, provenit inde quadratus numerus; ope-
«rare ergo in eam secundum quod superius operati fuimus et inveniemus”. »

PROBLEME II, 22 D'ALKARKH{.

a), Yo JW =l yom Ay ’Pi)a R aahe w3y o yde A Sl S5 b
s ) o8y sl 5,0 M R S Nh).qu Fhs R u.ks

J.LH il P> iy I Yolee L85, craly Yo yrand \$y5 9 Uaid
Pl Ky JW, by

Si 4 une certaine quantité qui a une racine, on ajoute cinq dirhems, la
somme a une racine. Posez cette quantité carré, et ajoutez-y cinq dirhems;
il résulte un carré plus cinq dirhems; prenez-en la racine au moyen de l'is-
tikra, ce qui consiste 4 la poser égale 4 une chose plus un dirhem; on aura
un carré plus deux choses plus un dirhem égal 4 un carré plus cinq dirhems.
Donc la chose est égale & deux dirhems, et le carré est égal 4 quatre dirhems.

PROBLEME II, 23 D’ALKARKH{.

& I Jr=b yd 3N UK‘M)a Byins ahe caals by A Sl S b
Fhs Bsse VI Jw G Fhs bris aie atly Yo aha=>l ua)i),u s
Fhs By VI S Yolme nads 1 \$y5y Yo yuay 1§y VI Cass 5yda Jasl
M,pb:wdw»wl,w‘jw )5 yine Nl padl Ory yasand

ol 585 £3)5 a3 JUL

Si d'une certaine quantité qui a une racine, on retranche dix dirhems,
le reste a une racine. Posez pour cette quantité une chose quelconque dont
on peut extraire la racine, disons carré; retranchez-en dix dirhems; il reste
un carré moins dix dirhems. Posez la racine de cette expression égale a chose
moins un dirhem. I résulte un carré plus un dirhem moins deux choses égal
4 un carré moins dix dirhems. Donc, aprés avoir exécuté I'opération du
djabr, on aura onze dirhems égaux 4 deux choses, et la chose égale 4 cinq
dirhems et demi; conséquemment le carré égal 4 trente et un quart, et c'est
ce qu'on avait cherché.

* 1 vaudrait peut-étre mieux lire «invenimus. »
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J'ai dit, au commencement de cette addition (voir aussi ci-dessus, p. 30),
que 'emploi de la théorie de la génération des nombres carrés par la som-
mation de la suite des nombres impairs pour la résolution de certains pro-
blémes indéterminés du second degré, semble étre une découverte de Fibo-
nacci. En effet, jusqu'a présent je n'ai encore rencontré cet emploi nulle
part chez les Arabes. Au contraire, je fais observer que cette génération des
nombres carrés elle-méme était parfaitement connue aux Arabes. Cest ce
quirésulte du passage suivant que j'extrais du manuscrit arabe, ancien fonds,

n° 1105 (page 16), manuscrit de I'ouvrage encyclopédique intitulé : Traités
des Tkhwdn Algafd :

ety olepantl] (3G galall xodis de g7 181 3 1Y) las Kesolin ooy
baany \guany phiy wlyy Ot W (95535 12y8 Vs Loy
«I1 est encore du caractére de la suite des nombres impairs, que s'ils sont
additionnés suivant leur ordre naturel, les sommes sont alternativement
paires et impaires, et que toutes ces sommes sont des carrés se succédant
‘un a l'autre. »
C'est sans doute dans I'arithmétique de Nicomaque que les Arabes avaient
puisé la connaissance de cette propriété des nombres impairs.

- NOTES.

Pag. 3, lig. 15 et suiv. — Pour obtenir une donnée sur 'age probable de la partie ancienne du
manuscrit (g6 feuillets sur 108), j'ai consulté M. Reinaud, que son immense expérience en fait
de manuscrits orientaux rend plus que personne juge compétent en cette matitre. Selon Pavis de
I'illustre professeur, le manuscrit appartient, d'aprés son papier et son écriture, & une époque com-
prise entre les années 400 et 600 de I'hégire, ou 1000 et 1200 environ de notre re.

Pag. 4, lig. 11.— En disant « le premier», j'entendais parler d'ouvrages originaux, composés par
des auteurs occidentaux; car je n'ignorais pas que la connaissance de 'algtbre fut introduite en
Europe déja antérieurement & Fibonacci, par des traductions de traités arabes faites au xn* sitcle.
Mais il résulte des savantes recherches que M. Chasles a réunies dans un mémoire sur 1'époque
ob 'algébre a été introduite en Europe (Comptes rendus des séances de UAcadémie des sciences,
tom. XIII, pag. 497 et suiv.), que parmi les travaux algébriques de ces traducteurs, il se trouve
des ouvrages originaux, aussi originaux du moins que ceux de Fibonacci. I faut donc rectifier dans
ce sens la phrase ci-dessus, que j'avais écrite sous I'impression d'une opinion reproduite pendant
longtemps par les ouvrages les plus estimés relatifs A I'histoire de I'algtbre, mais réfutée désormais
par le mémoire de I'illustre géomdtre que je viens de citer.
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Pag. 14, probléme n° 8. — J'ai classé sous cette forme le probléme 35 de la IV* section (p. 113),
et lorsqu'on écrit son énoncé comme il suit : y* + 5 —a*, y* + y = 2" ce probléme est en effet
de cette forme et parfaitement analogue au probléme précédent (34). Cependant, tel qu'il est
traité par Alkarkhi, il contient en germe la résolution (en nombres rationnels) d'une autre esptce
d'égalité double, qu'il ne sera peut-étre pas superflu de faire remarquer, et dont voici I'exposé :

a'a + br +c=y)" a’y'+by+c =z
en posant z=* me *n,

onaura  @}(@'z* -+ br+¢) + b, \/a'P 4 bz 4+ ¢ 4+ ¢, =m'2" = amnaz 4’y

donc \/a’b,’x’ +bbl 'z +cb?=(m*— a'a,*)2* + (£ amn—ba}*)z + (n* —ca —¢,);
et si 'on prend m=—aa,,
a@*b'a*+bb z+cb*=(=+ 2aa,n—ba ) 2*+ 2 (£ 2aa,n—ba) (i*—ca’— c)s+(n"—ca*—c, )*;

_Eabh+bet by b,

donc, si I'on prend n
' P + 24aa, 2a, 2a

cb?—(n*— cat—¢,)

T 3(=* 2aan— ba) (0 — ca, — ¢;) — bb,*’

_7=.l:—l(:!: 2aa,n — baf)a:—;—bll(u’—-ca,’—c,),

od, en place de n, il faut substituer sa valeur en a, a,, b, b, qu'on vient de déterminer.

Pag. 21, lig. 17. — L'ordre adopté par Alkarkhi est plus naturel que celui du texte de Diophante
que nous possédons actuellement, et je suis trés-porté & croire que c'est celui que présentait la
rédaction originale de Diophante.

Pag. 24, dernier alinéa.— Mes traductions en formules algébriques pourraient quelquefois pa-
raitre inexactes, lorsqu'on voudrait les comparer superficiellement avec les énoncésde Fibonacei,
tels qu'ils se trouvent dans le morceau publié par M. Libri. C’est que souvent ceux-ci sont fautifs,
confondant, par exemple, numeras major avec numeras minor, lorsqu'il s'agit de distinguer deux
inconnues, donnant des chiffres faux, etc. de sorte qu'on n'est jamais bien sir de I'exactitude de
ces énoncés, & moins d'avoir suivi le probléme, en en refaisant le calcul, jusqu'a la fin. C'est ce
que j'ai toujours fait, et je crois devoir en prévenir ceux de mes lecteurs qui voudront vérifier mes

formules sur le texte publié par M. Libri.

Pag. 26, lig. 8. —Comme cette observation touche A un des points les plus délicats de I'histoire
de 'algtbre, je dois ajouter que la notation linéaire de Fibonacci, tout en approchant, en quelques
cas isolés, d'une véritable notation algébrique, est loin cependant de I'¢tre réellement, et loin sur-
tout d’en présenter la généralité et I'uniformité. Je renvoie d'ailleurs  la dissertation profom.le et
détaillée que M. Chasles a consacrée i I'éclaircissement de cette importante question. (Comptes
rendas des séunces de 'Académie des sciences, tom. XII, pag. 741 et suiv.)

Pag. 34 et suiv.— Au sujet de mon exposé des méthodes indiennes, je dois faire une remarque
semblable & celle qu'on trouve dans une note précédente sur ma traduction algébrique des énoncés
de Fibonacci. Cest que je pric ceux de mes lecteurs qui compareraicnt mes formules avec la tra-
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duction de Colebrooke, de ne pas se laisser tromper par une différence, quelquefois considérable,
qu'au premier aspect mes formules pourraient leur sembler présenter avec les énoncés indiens.
Bien que la traduction de Colebrooke soit excellente, ou plutét parce qu'elle 'est, ces énoncés
sont d'une obscurité extréme, ce qui n'a rien d’étonnant lorsqu’on se rappelle que les ouvrages
scientifiques des brahmanes étaient écrits pour ne pas étre compris par les profanes, et que toutes
les explications étaient réservées & un enseignement ésotérique. M. Chasles, qui a rétabli, par une
brillante divination, le véritable sens de la géométrie de Brahmegupta, et dont I'autorité, en cette
matidre, doit certes étre d'un grand poids, s'exprime ainsi A ce sujet (Apergu historigue, etc.
pag. 419) : «Tel est 'objet de I'ouvrage de Brahmegupta, si nous ne nous abusons dans notre in-
terprétation de la plupart de ses propositions, dont le sens doit étre deviné, A cause de la concision
extréme des énoncés, ol manque la plus grande partie des conditions qui devraient y entrer.» Pour
les régles algébriques en particulier, il n'est gudre possible d'en saisir la signification exacte qu'en
faisant le calcul de tous les exemples qui s’y rapportent, et c'est cette méthode que j'ai suivie pour
me rendre compte du vrai sens des théories indiennes. Qu'on me permette ici I'assurance que les
formules, telles que je les ai données, sont le résultat de I'examen le plus consciencieux et le plus
réfléchi. Je me suis efforcé aussi de rétablir la liaison qui existe entre différentes régles d'un méme
chapitre, mais qui est complétement supprimée dans les ouvrages indiens. Ainsi, j'ai fait voir com-
ment la premidre section du troisitme chapitre du Vija-Ganita a pour but exclusif de résoudre
I'équation c2* 41 = y*, qu'elle y conduit réellement par deux méthodes différentes, et que le
théortme retrouvé par Euler, qu'on pourrait étre tenté de considérer comme le véritable objet de
cette seclion, parce qu'il en est la partie la plus remarquable, n’est, en cet endroit, qu'un théoréme
auxiliaire surlequel Bhascara fonde son procédé pour résoudre I’équation c2* + 1 = y*. De méme-
j'ai thché de faire ressortir le point de vue commun sous lequel les régles du vii* chapitre se groupent
comme parties intégrantes d’un seul probi¢me général. Pour facilitera ceux de mes lecteurs qui vou-
draient entreprendre ce travail, I'identification de mes formules avec la traduction de Colebrooke,
je fais suivre ici la spécification, pour toutes mes formules, des paragraphes d’'ol elles sont tirées.
Lilavati, 111° chap. 4* sect. Premitre et seconde solution, § 5g-60; troisi¢me solution, § 61.
Vija-Ganita,, 111* chap. 1™ sect. $75-81. Enoncé ca® +1— 7% $75.—1™ méthode: ca*+a =y,

2
cx )+ a, =y $76. —c(xy, £ yz,)* 4+ aaq,= (cxx;, £ yy,), 88 77, 78. — c(i::l) “+1
2
= (”‘ it -7') , § 79.— 1* méthode , § 80-81.
z

2* sect. § 83-86.

3*sect. cz®—1=)" § 88-89.—c*2* +-a =" § g5.

vir* chap. (1) § 175-176.— (2) § 179-180.—(3) $ 183.—(4) § 174, pag. 246, second alinéa. —
{5) $ 186, pag. 252.—(6) $ 186.— (7) $ 186.— (8) § 186.— (9) $ 195-196. — (1) 2* — u = by,
$ 203-205.—(3) 2 — a =1y, ibid. pag. 264.

vin® chap. 1™ méthode, § 208.— 2 méthode, $ 212-214.

Brahmegupta (1) cz* + 4 =1, etc. § 69.—cz* — L=1" etc.$ 71.—(3) § 78.—(3) § 80.—
(4)S 83.—(5) § 84.

Pag. 46, lig. 7 du texte arabe. J'ai adopté 1a legon UJ (ce que j'ai traduit par «la violences),
parce qu'il y avait en quelque sorte une double preuve que le texte portait 3 avec un point. Cest
que 1'écriture de cette page du manuscrit ayant été trés-effacée, on I'a rajeunie, et le point du 3
se trouve aussi bien dans les traits renouvelés que dans ce qui reparait en-dessous de I'ancienne
écriture. Sans cette circonstance particuliére, j'aurais lu 0o «disetter, surtout  cause du con-
traste avec (as «abondance», qu'on lit dans ce qui suit.
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Pag. 48 et suiv. —Dans mon Extrait du Fakhri, tout appartient & I'auteur arabe, & I'exception
seulement de quelques remarques précédées du mot Note, et de quelques passages ou formules
renfermées entre crochets. Les alinéas précédés du mot Note contiennent des observations sur cer-
tains termes techniques, et des rapprochements relatifs aux méthodes de 1'auteur, que je croyais
utiles, et trop essentiels ou en partie trop étendus, pour étre confondus parmi les notes placées
sous le texte au bas des pages. Les parties renfermées entre crochets sont destinées a suppléer a
des lacunes du manuscrit, provenant évidemment de la négligence du copiste. Mais, & ces deux
exceptions prés, tout ce qui se trouve dans le texte de mon Extrait offre (abstraction faite de la
traduction en langage algébrique), la reproduction exacte des théories de I'auteur arabe, en con-
servant méme scrupuleusement la manidre dont il les présente et les énonce. Entre autres, j'ai
conservé dans ma transcription la manitre dont I'auteur énonce les fractions, au moyen des valeurs
réciproques des neuf unités, conformément a la coutume des algébristes arabes; ce qui lui fait dire
tantot «la moitié d'un huitiéme» pour cun seizidtme», tantét cun demi et un quart» pour «trois
quarts», etc. Mais & coté de cette méthode, on trouve aussi la manitre plus naturelle d’énoncer
la fraction simplement au moyen de son numérateur et de son dénominateur; elle est employée
surtout pour les fractions ayant pour numérateur et dénominateur de grands nombres. Dans ces

168

cas, I'expression arabe est, par exemple, pour 21 « cent soixante-quatre parties de trois cent huit

parties de I'unité» o.:sf) o ’I}A_l wl«v u(("JU o l»j._s Qg m)[’ u,b

Pag. 54, lig. 5 en remontant. —L'auteur ne donne pas d’exemple pour le cas de sept termes,
mais on ne doit pas douter que les Arabes n’aient su traiter ce cas. Voici un exposé de cette mé-
thode sous sa forme générale. Posant
(e, +aatea,a’4a,0* +a,a' +a,0° — . ... ) = B+ fia+Lya' +- By’ +Liat +Bia* + . . ..
on trouve, en multipliant @, -+ a,a + a,a* 4 . .. en lui-méme, que

B, =a, Bi=13(za 4 oy;) o’
B = 3a,a, Bs =3 (2o + ,d, -+ aya;)
By = 20,0, + &' Bo = 2(aeay - a0+ ty,) + &’

Bi=1a(ae, 4 a,a) Br—2(apa; & a5 - aya; - a3t}
et ainsi de suite, donc

_ﬁ‘—(2¢n¢z+¢:’)

S
a_ﬂ a_ﬁl—z(alal"'alal)
' 2q, s 2a,

fr—a’ _ Bi—l3lae 4+ aa) +a,?)
"1='—2—¢°— R = 2a,
a ___ﬁr— 28, oy __31—3(5141"'“:“:—"“-‘.)
=R e = -

et ainsi de suite, c'est-d-dire que chaque « ’exprime au moyen du 8 correspondant et des « précé-
dents, et, en conséquence, au moyen des P seuls. Ces formules ayant «, au dénominateur devier-
draient illusoires en cas de B, = o, donc a = o. Mais le carré d'une fonction entire et rationnelle
de a ne peut jamais étre que de la forme

Ay a4yt + ...

Si m = o, f, ne sera pas o, mais = y,, et c'est le cas que nous venons de considérer. Si m est
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un nombre entier quelconque, on prendra séparément la racine de a*™ qui est a™, et la racine de
Yo + %14 — 73@* 4~ . .. suivant la méthode ci-dessus.

Pag. 138, lig. 6 du texte arabe L@»M est une conjecture que je substitue au mot lq.c._)
quon lit dans le manuscrit, et qui ne présente aucun sens satisfaisant. Au contraire, OB est le
terme spécial pour désigner une méthode de solution. Voir, par exemple, pag. 66,1. 7 en remontant.

Pag. 147, probl. II, 22, lig. 3 du texte arabe. ‘—U‘:“"' Le manuscrit porte constamment et in-
vanablement s, Jai donc cru devoir tenir compte de cette legon, et j'écris en conséquence
M Mais {a legon M adoptée par M. Rosen, dans son édition de Mohammed Ben Modgi,
est préférable. (Voir la Gramm. ar. de M. de Sacy, deuxitme édition, tom. I, § 231, note. )

CORRECTIONS.

Pag. 1, lig. 1, en remontant, 2° col. au lieu de ms. lisez mss.

Pag. 31, lig. 2, en remontant, 2° col. au lieu de fol. 23 v°. lisez fol. 22 v°.

Pag. 33, lig. 22, aulieu de au faible essai d'un calcul, comme, lisez & n faible essai d'un calcul
de ce genre, comme.

Pag. 36. lig. 1 2. Le signe de fonction f n’étant pas bien venu dans le tirage des bonnes feuilles,
ressemble ici, et plusieurs fois dans la suite, 3 un signe d'intégration. Je dois en prévenir le lecteur,
pour lui éviter des méprises.

Pag. 56, lig. 11, au lieu de la différence, lisez l'excds.

Pag. 62, lig. 3, en remontant, 2° col. au lieu de de ce recaeil, lisez du recueil.

Pag. 64, lig: 1, en remontant, 1™ vol. au lieu de ., lisez < (sic).

Pag. 65, lig. 1, en remontant, 1™ col. au lieu de Alkayydmi, lisez Allrhayydmi.

Pag. 78, lig. 1, en remontant, au lieu de ou y guelconque, lisez et y quelcongue.

Pag. 80, probl. 44, 1™ équation, et probl. 45, 1™ ligne, au lieu de 2 lisez 2.

Pour rester conforme au mode de transcription que j'ai adopté pour les mots orientaux, & savoir
de rendre (§ par k et J par g, je prie de lire, dans tout le cours de T'ouvrage, Algarkhi au lieu
de Alkarkhi, et sur le titre, *dboti Begr au lieu de Abod Belr.
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